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Bevezetés

A geostatisztika Osszetett tudomanyag, melynek alapjait egyrészt a valosziniiség-szamitas
és matematikai statisztika, masrészt az alkalmazott foldtudomanyok (geofizika, geologia,
koézetfizika, geokémia, geografia stb.) képezik. Statisztikai modszerekkel szamos a
foldtudomanyi gyakorlatban felmeriilé elméleti és gyakorlati kérdés megvalaszolhato, melyek
az adatok feldolgozasat és értelmezését szolgaljak, példaul:

Milyen gyakran fordul elo egy bizonyos adat az adatrendszerben? Hogyan modellezheto az
adatok gyakorisiga? Egy bizonyos érték alatt (vagy a felett) hdny adat fordul el6? Mi a
legjellemzobb érték a kutatasi teriileten? Milyen mértékben szornak az adatok? Hogyan
kezeljiik a hibds adatokat? Hogyan becsiilhetjiik meqg be nem mért tartomanyok értékeit a
tobbi mérés ismeretében? Mi az adatok egyiittes eldfordulasinak a valosziniisége? Milyen
kapcsolatban van egy bizonyos adat a tobbivel? Milyen erds az adatrendszerek kozti
kapcsolat és milyen aranyossag all fenn? Hogyan irjuk le a vdltozok kozotti
fliggvénykapcsolatot? Nagyszamu valtozo esetén hogyan csékkentheto hatékonyan a probléma
,meérete”’? Hogyan osztalyozhatjiuk az adatokat valamely hasonlosagi kritérium alapjan?
Hogyan kovetkeztethetiink az adatokbol a foldtani modell jellemzdire? Mekkora a
kovetkeztetés hibdja és megbizhato-e az eredmény?

A jegyzet tananyaga a fenti kérdéseket igyekszik megvalaszolni és bevezet6 ismereteket
kivan nytjtani a leend6 foldtudomanyi szakembereknek. Az els6 nyolc fejezetet a klasszikus
statisztikai modszerek megalapozasara ajanljuk, mely a Miskolci Egyetem Miiszaki
Foldtudomanyi Karan oktatott BSc tananyagot fedi le. Elséként az adatrendszerek
hisztogrammal torténd abrazolasat targyaljuk és atvessziik a legfontosabb stirtiségmodelleket.
Az adatrendszer legjellemzdbb értékének becslését a szamtani atlagszamitas, a medianképzés,
valamint a robusztus leggyakoribb érték modszerén keresztiil mutatjuk be. Az adat-
rendszerben rejlé bizonytalansag jellemzésével foglalkoz6 fejezet a hibak vilagaba vezeti be
az olvasot. A statisztikai becsléseket a maximum likelihood mddszeren keresztiil mutatjuk be,
ahol ramutatunk a mérési adatszam novelésének kedvez6 hatasara. A statisztikai probak és
illeszkedés-vizsgalatok alapjairdl attekinté képet nytjtunk. A kovariancia és a korrelacio
fogalman keresztil az adatrendszerek kozotti Osszefiiggéseket vizsgaljuk. Ezutin a
geostatisztika talan leggyakrabban publikalt teriiletével, a krigeléssel foglalkozunk, mely a
foldtani informaciot igen hatékonyan hasznositja az adatok interpolacidja soran. A krigelés a
korszerti térképszerkeszté szoftverek alapeleme, mely gyakran nyer alkalmazast az asvanyi
nyersanyagok felkutatasa soran. Végiil a linearis és nemlinearis regresszioval zarjuk a jegyzet
elsd részét.

A kovetkezd hat fejezetet MSc szakos hallgatoknak ajanljuk, melyek alapvetéen a
sokvaltozos adat-modell kapcsolatok statisztikai targyalasaval foglalkoznak. A tobbdimenzids
adateloszlasok jellemzése céljabol bevezetjiik a tulajdonsagmatrix (adatmatrix) fogalmat és az
adatok elrendezésével, skalazasaval foglalkozunk. Ezutan a tdbbvaltozos adatelemzés
dimenzio-csokkenté modszereivel, a faktor- és fokomponens analizissel ismerkediink meg,
melyek az adatokban rejld informacié kiemelésével, valamint a nem mérhetd hattérvaltozok
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szarmaztatasaval segitik az adatok értelmezését. Az adatok csoportositasara alkalmas
Klaszterelemz6 eljarasokat gyakorlati példakkal illusztralva mutatjuk be. A foldtudomanyi
gyakorlat legkorszeriibb, statisztikai elven alapul6 adatfeldolgozé eljarasai kozé tartoznak az
inverzioés modszerek. E problémakor feladataival €s megoldasi modszereivel ismerkedhet meg
az olvasoé. Els6ként a linearis inverz feladat megoldasaval foglalkozunk, melynél a Gauss-féle
legkisebb négyzetek modszerét, ill. annak az adat- és modelltérben stlyozott valtozatait adjuk
meg. Az inverzidos modszerek alkalmazasa soran igen fontos az eredmények statisztikai
mindsitése. A ,,modellbecslés pontossaganak €s megbizhatosdganak jellemzése” c. fejezet
ennek lehetGségeit targyalja. Végiil a tananyagot a nemlinearis inverz feladat robusztus
megoldaséara alkalmas véletlenkeresé modszerekkel, az in. globalis optimalizacids eljarasok
(Simulated Annealing és Genetikus Algoritmus) elméletével és alkalmazasaval foglalkozunk.

A geostatisztika tantargy oktatisa soran fontosnak tartjuk, hogy a hallgatok a statisztikai
modszereket és eljarasokat a gyakorlatban is alkalmazni tudjak, ezért az egyes fejezetekben
bemutatott tananyag gyakorlati példakat is tartalmaz. A tudomanyos és ipari feladatok
megoldasa ma mar elképzelhetetlen megfelelé szintli programozasi ismeretek nélkiil. Ennek
elésegitése céljabol a gyakorlati példak mellett gyakran megtalaljuk a szamitogépes
megvaldsitasnak megfeleld programkodot, melyet MathWorks® MATLAB rendszerben
futtathatunk. E szamitogépes programok nemcsak a mélyebb megértést segitik eld, hanem a
késdbbi szakmai munka soran is felhasznalhatok.

Miskolc, 2012. mdrcius 29.
A szerzo
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1. Az adatok eloszlasanak modellezése

A megfigyelések kulcsfontossagu szerepet jatszanak a foldtudomanyban, ugyanis mérések
nélkiil aligha lennének igazolhatok a geoldgiai jelenségekre vonatkozo elméletek és allitasok.
Megfigyelési eredményeinket adatok formajaban rogzitjiik, majd a mérés elvégzése utan
rendszerbe foglaljuk 6ket. A foldtudomanyi adatrendszerek altalaban tobbféle fizikai elven
alapuld mérésfajta adataibol épiilnek fel, de gyakori az azonos miiszerrel torténé adatgyiijtés
Is. Tételezziik fel, hogy lehetdségiink van a foldtani objektumon (pl. egy kézetmintan) egy
bizonyos fizikai jellemzére nézve ismételt méréseket végezniink. Mivel a miszerzaj, valamint
egyéb kiilsé események (pl. kornyezeti hatdsok megvaltozasa) is kozrejatszanak, ezért a
mérések ismétlése soran eltéré mérési eredményeket kapunk. Az igy el6allo adatrendszert
statisztikai nyelven mintanak nevezziik, melyben a véletlennek koszonhetden egyes
mintaelemek (adatok) ritkdbban, masok pedig gyakrabban fordulnak elé. Az adatok
eléfordulasi gyakorisagat az adatsiirliség modellek jellemzik, melyek ismerete alapvetd
fontossagu a statisztikai modszerek alkalmazasanal.

Tekintsiink egy ismételt radioaktiv mérésbdl szarmazo adatsort! Az 1. dbran az adatokat
szdmegyenesen abrdzolva jelenitettiik meg. A terepi mérés ugyanazon foldrajzi helyen és
miszerrel, viszont kiilonbdz6 idopontokban tortént. Megfigyelhetjiik, hogy a regisztralasi ido
(1 perc) alatt kiilonbozé szami p-részecskét érzékelt a miiszer. Ennek oka a fizikaban
keresendd, mivel az atommagok bomldsa soran azonos id0 alatt kibocsajtott y-részecskék
szama nem allando. Azt tapasztaljuk, hogy a mért értékek egy jellemzé érték koriil szornak.
Ez a jellemzd érték jelen esetben 2960, ami dnmagaban nem ad egyértelmii valaszt arra a
kérdésre, hogy ,,mennyi a y-intenzitdsa a kézetmintanak?”. A jellemzd érték mellett azt az
értéktartomanyt is meg kell megadnunk, ahol a mérési adatok megtalalhatok. Raadasul az
adatok kiilonb6z6 intervallumokban eltér6 szamban fordulnak elé, ezért az adatok
szamegyenesen torténd abrazolasa nem igazan praktikus, mivel az adatok gyakorisagara nem
kapunk szamszer(i informaciot.

Adatszam=110

e ——————]
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(Gamma beiités/perc
1. dbra y-sugdrzas intenzitas adatok (Malyi, 2002)

Az adatok tablazatos felsoroldsa, vagy szdmegyenesen torténd abrazolasa nem elegendd
tehat az el6fordulasi gyakorisdgok jellemzésére. Ez kiilonosen igaz a nagyméretii
foldtudomanyi adatrendszerek esetén. Az adateloszlas szamszerii jellemzésére céljabol
megfelelobb az alabbi modszert kovetniink. Jeloljik n-nel az Osszes mérésre vonatkozo
adatszamot ill. ni-vel az i-edik részintervallumba esé adatok szamat! Abrazoljuk az adatok
darabszamat h hosszsagu részintervallumonként! Huzzunk az ordinata tengelyen az adott
darabszamnak megfeleld0 magassdgban az abszcisszdval parhuzamos egyenest az egyes
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részintervallumokon! A kapott 1épcsés  fiiggvényt  hisztogramnak  (tapasztalati
stiriségfliggvénynek) nevezziik. Az 1. abran szerepld y-sugarzas intenzitas adatrendszer
hisztogramja a 2. abran lathato.

Adatszam = 110
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2. dbra y-sugdrzas intenzitds adatok hisztogramja (Malyi, 2002)

Az optimalis intervallumhossz megvalasztisa 1ényeges szempont a hisztogram
szerkesztésénél. Tul nagy h esetén ugyanis torzul a globalis adatstiriség kép, tal kis h-knal
viszont a nagy amplitidoji zavarok kezelése problematikus. A 3. abran a mért értékek
tartomanyat eldszor h=125 (bal oldali abra) valasztassal harom, majd h=12.5-el harminc
részintervallumra (jobb oldali abra) bontottuk. A kapott eredményekkel szemben lathato,
hogy hat részintervallummal a legoptimalisabb a felosztas (1d. 2. abra).
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3. dbra Kedvezdtlen intervallumhossz-valasztas eredményei

A hisztogram ordinatajan a darabszam helyett altalaban az (ni/n) aranyszamot abrazoljuk,
melyet relativ gyakorisagnak neveziink. Ekkor a hisztogram az adatszamtol fliggetlen lesz és
az adatsiiriiség jellege sem valtozik meg. A 100-(ni/n) mennyiség megadja, hogy az Gsszes
adat hany szazaléka esik az i-edik részintervallumba. Tovabbi elényt jelent, hogyha az
ordinatan az ni/(nh) mennyiséget abrazoljuk. Ekkor a hisztogram o0szlopainak Osszteriilete 1
lesz, ahol az i-edik téglalap teriilete aranyos az i-edik részintervallumra esé adatszammal.
Legyen X az abszcissza és Yy az ordinatatengely jellése. Illessziink fiiggvénygorbét a
hisztogram (xi,yi) adatparjainak pontjaihoz! A pontokhoz legjobban illeszkedd f(x,T,S)
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fliggvényt az adott adateloszlas siirliségfiggvényének nevezzik. E fliggvény lesz a hisztogram
folytonos megfelelje, melyet névekvo adatszamnal a hisztogram egyre pontosabban kozelit.
A stiriségfiiggvényt jellemzd T helyparaméter kijeloli a striiségfiiggvény helyét az x-
tengelyen, mely egyben a maximalis adatsiriiség helye is (Id. 4. abra). Szimmetrikus
eloszlasnal T a szimmetriapontot jeloli (aszimmetrikus adateloszlasnal ez nem all fenn). Az S
skalaparaméter a siirliségfliggvény szarnyszélességét jellemzi (Id. 5. &bra). Novekvd S
értékeknél az adatok egyre nagyobb mértékben szoérnak, tehat ez a mennyiség az adatok
bizonytalansagaval all kapcsolatban.

f(x)

06+
fx) fix)

04 T=5 7220
S=1 S=1

02

0 X
( 5 10 15 20 5

4. abra Laplace eloszlas siiriségfiiggvenye T=5 és T=20 mellett
(Steiner nyomdan, 1990)

fix)

02

01

0

5. dbra Cauchy eloszlas siiriiségfiiggvénye S=1 és S=3 mellett
(Steiner nyomdn, 1990)

A hisztogramhoz hasonloan a siiriiségfliggvény gorbe alatti teriilete is 1, mivel az adat
biztos, hogy [-o0,00] koz6tti értéket vesz fel. Annak a valosziniisége, hogy az adat a mérés
soran az [a,b] intervallumba esik

P(a<x<bh)= j)'f(x)dx.

A 6. abran pl. leolvashatd, hogy 8000-10000 kJ/kg fiit6értékii szén ~16%-ban van jelen az
adott mintaban, mig 11000-13000 kJ/kg fiitéértékii szén képviseli majdnem a minta
mennyiségének a felét.
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A striségfiiggvényeket kétféle alakban targyalja a statisztikai irodalom. A siriiség-
fliggvény standard alakjarol akkor beszéliink, amikor a T szimmetriapont zérus és a
sz€lességét szabalyzo S paraméter egységnyi. A siiriségfiiggvény altalanos alakjat a standard
alakbol az x—(x-T)/S és f(x)—f(x)/S transzformacidval képezziik. Ekkor a szimmetriapont
x=T-be kertil, igy a stirliségfiiggvény képe S-szeresen nyujtott gorbe lesz az Xx-tengely mentén.

fw (%)

+4 /!

0,0001-

DN

§
&
2|
g

%000 16000 fatéérték ("—"g&)

6. dbra Szenek fiitoérték szerinti eloszlasa
(Steiner nyomdan, 1990)

Ezek utdn nézziik a legnevezetesebb adateloszlasok siirliségfiiggvényeinek standard és
altalanos alakjat! Egyenletes eloszlasrol akkor beszéliink, amikor az adatok az S-hosszusaga
intervallumban egyenletes valoszinliséggel helyezkednek el (pl. lottésorsolas). Az egyenletes
eloszlas f(x) stirtiségfliiggvénye (1d. 7. abra)

1, ha T—§<X<T+§
f(x)=<S 2 2

0, egyébként

A fenti stiriségfiiggvény teljes szamegyenesre vett integralja 1. A Gauss (normalis) eloszlas a
mérési hibak tipikus (elfogadott) eloszlasa, melynek stiriségfiiggvénye egy harang alaka
gorbét ir le. A Gauss stiriségfiiggvény standard alakja a kdvetkezo

1 X
f(xX)=—=—e ?
)=

Q‘

mig altaldnos alakja az alabbi
(x-T)?

e
SV2n

A Gauss eloszlas stiriségfliggvényének maximuma a legnagyobb adatsiiriség helyét jeloli ki,
ami egyben a fiiggvény T szimmetriapontja is (unimodalis eloszlas). Egy fliggvény
szimmetrikus, ha a T szimmetriahely esetén f(T-Ax)=f{T+4x) teljesiil. A tobb maximum-
hellyel rendelkez6 (multimodalis) eloszlasoknal ez gyakorlatilag nem all fenn.
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A Laplace eloszlast a Gauss eloszlasnal szélesebb ,,szarny” stiriségfiiggvény jellemzi, mivel
az x? szerinti gyors csokkenés helyett x szerint (lassabban) csokkennek zérusra a
figgvényértékek. A Laplace striiségfiiggvény standard €s altalanos alakja (I1d. 7. abra)

1
f(x)==e™
(X) 5

x-T|

1 _
f(x)=—e S .
(x) 75

Kedvez6 tulajdonsagai vannak a Cauchy eloszlasnak, melynek stirtiségfiiggvényét a Laplace
eloszlashoz képest kevésbé hegyes cstcs és stlyosabb szarnyak jellemzik. A standard és
altalanos alaka Cauchy stiriiségfiiggvények (1d. 7. abra)

1 1
f (X) = 2
nl+X
1 1 1 S
S, (x-T) nS*+(x-T)
1+
S
Egyenletes eloszlas Gauss eloszlas
0.4 0.4
0.3 0.3
Eoz2 Eoz2
PN
0.1 0.1
O L / \\
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X
Laplace eloszlas Cauchy eloszlas
0.4 0.4
0.3 0.3
Eoz2 g o2
0.1 // \\ 0.1 /"\
o ____,_/ — o " ~— |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X

7. abra Nevezetes adateloszlasok T=10 és S=3 esetén

A hasonlo tulajdonsaggal rendelkez6 striiségfiiggvényeket modellcsaladokba sorolhatjuk.
Az egymastol csak egy (vagy néhany) konstans érték{i un. tipusparaméterben Kiilonb6zo
stiriségfliggvények csoportjat szupermodellnek nevezziik. A szupermodellek lehetnek
szimmetrikusak vagy aszimmetrikusak. Példaul az fa(x) szimmetrikus szupermodell
stiriségfiiggvényének altalanos alakja a>1 tipusparaméter mellett

r'(a/2) 1

W)= Jr T((a-1)/2) (mf
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ahol I" a gamma fliggvény. E modellcsalad a=5 értékhez tartozo tagja foldtudomanyi
adatrendszerek modellezésénél gyakran alkalmazhato (pl. 28. abra). Az fa(x) szupermodell
néhany tagjat a 8. abran lathatjuk, ahol a szimmetria miatt csak az Xx>0-hoz tartozo
figgvényértékek szerepelnek. Aszimmetrikus szupermodellek koziil példaként emlithetjiik a
lognorm modellcsaladot, mely jol alkalmazhato érctartalommal Osszefiiggd adatok vizsgalata
esetén. A siriiségfiiggvény altalanos alakja p>0 tipusparaméter és x>0 mellett

(Inx)?
e p

1 —

f, (X) = m

fy fx)

as

A
b \
034 ™~ \
R

a1

8. dbra Az fa(x) modellcsalad néhdany eleme (1.4<a<3.2)
(Steiner nyomdan, 1990)

fixl

pek 1

s

1 1 x

9. dbra A lognorm modellcsaldad néhdany eleme (0.2<p<4)
(Steiner nyomdn, 1990)

A stirtiségmodell illesztésének kdvetelménye az, hogy a hisztogram 6sszes pontja a lehetd
legk6zelebb legyen a stirtiségfiiggvény gorbéjéhez. Jeloljik xi-vel az i-edik adatot, yi=ni/(nh)-
vel az i-edik relativ gyakorisagot (azaz a hisztogram pontjait)! Keressik meg a
legmegfelelobb  f(x,T,S) kiegyenlitd (analitikus) strtségfiiggvényt! A feladatot leg-
gyakrabban a legkisebb négyzetek elve (Least SQuares method) szerint oldjuk meg. Az LSQ
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modszer alapjan az illeszkedés anndl a [T,S] értékparndl a legjobb, ahol a mérésbol
meghatarozott yi-k (ahol N a hisztogram pontok szama) és az f(x;,T,S) modellbél szamitott
relativ gyakorisag értékek eltéréseinek négyzetdsszege minimalis

N
@ =>(y, —f(x;, T,S)f = min.

i=1

A @ célfiiggvény minimumat alkalmasan megvalasztott szélséérték-keresd (optimalizacios)
eljarassal hatarozzuk meg, melynél megkapjuk az f(x) siriségfiiggvény optimalis T és S
paramétereit. (Az LSQ megoldas levezetését az 13. fejezetben talaljuk meg).

Példa. Tekintsiik az 1. abrahoz tartozé adatrendszert! A y-intenzitds adatok Gauss
eloszlasat feltételezve meghataroztuk a hely- és skalaparamétert (Id. 10. abra), mellyel az
adatok eloszléasat jellemzd stirliségfiiggvény a kovetkezének adodott

_(y-2944)?
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10. abra y-intenzitas adatok hisztogramja és striségfiiggvénye

Vizsgaljuk meg, milyen ardnyban véarhatok egy kitiintetett értéknél kisebb adatok a mérés
soran! A kumulativ gyakorisagi hisztogram (tapasztalati eloszlasfiiggvény) az a Iépcsds
fliggvény, mely minden X értéknél megadja hany ennél kisebb adatunk van az adatrendszerben
(megj.: a kumulativ sz jelentése ,,halmozott™). A 11. dbran abrazoltuk az 1. dbrahoz tartozo
adatrendszer kumulativ gyakorisagi hisztogramjat. Megfigyelhetd, hogy minden 0j mérési
adat megjelenése esetén a gyakorisag ,,ugrasszertien” megnd. Illessziink fliggvénygorbét a
kumulativ gyakorisagi hisztogramhoz! A kapott folytonos gorbét eloszlasfuggvénynek
nevezziik, mely megadja, hogy milyen gyakorisadggal vesz fel az X valtozo kisebb értéket,
mint xo. Az F(x) eloszlasfiiggvény helyettesitési értéke az xo-helyen megegyezik az f(x)
stiriségfliggvény gorbe alatti teriiletével az [-oo, Xo] intervallumon

F(x,) = Tf(x)dx

amibdl az adddik, hogy a slirliségfiiggvény az eloszlasfliiggvény elsd derivaltja

dF(x) _
o =0,
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Abrazoljuk a malyiban mért adatsor eloszlasfiiggvényét! A 11. abran lathato, hogy F(X)
monoton ndvekvd, mivel F(x1)<F(x2), ha x1<xo. Az f(X) fiiggvény egységnyi értékre normalt,
ezért F(x) értékkészlete 0<F(x)<I. Tovabba F(x) megadja azt, hogy milyen aranyban
fordulnak el6 x-nél kisebb értékli adatok, ezért 1-F(x) azt mutatja meg, hogy milyen aranyban
vannak anndl nagyobbak. A 6. abrahoz tartozo6 kérdés is megvalaszolhat6 az eloszlasfliggvény
segitségével, ugyanis az F(b)-F(a) kiilonbség megadja, hogy milyen aranyban fordulnak elé
tetszOleges [a,b] intervallumon adatok. Ha pedig szazalékos értelemben szeretnénk tudni azt,
hogy adataink hany szazaléka kisebb, mint X, akkor az eredmény 100-F(x).

e
. 0epF--------- % .......... [ ——— [ —— FRpp—
W |
- 04---------- i ---------- ATmmmmmmmmes [l T
7
. | |
2500 2600 2700 2800 2900 3000 3100 3200 3300

11. abra y-intenzitas adatok tapasztalati és folytonos eloszlasfiiggvénye

Példa. A siirliség- és eloszlasfiiggvények gyakorlati alkalmazasara a szemcseeloszlas (rov.
szemeloszlas) gorbéket emlitjik meg. A tormelékes iiledékes kozetek szemcséinek
mérettartomany szerinti sulyszazalékos megoszlasdt szemeloszlasnak nevezzikk. Az
altalanosan elfogadott kézettani kategoriakat szemcseméret tartomanyokhoz kotjiik (kolloid,
agyag, kozetliszt, homok, kavics és tomb). Ennek megallapitasan tal az f(d) stirtiségfiiggvény
kifejezi, hogy a d atmér6jii szemcsébdl mennyi van a kdézetmintdban, mig az F(d)
eloszlasfiiggvény arrdl tajékoztat, hogy a d méretnél Kisebb szemcse milyen mennyiségben
van jelen a mintaban. Ezt szitalassal lehet pontosan meghatarozni. A 12. abran egy kézetminta
szemeloszlasi gorbéire lathatunk példat.

LS 100
agyag kozetliszt finqm
kavics
5 180
S
g 2
\° N
5 ST 60 2
2 5
£ %
2 5
g ()}
§ &
s * 40 E
=
E
=
X
£ B 20
5 Adﬂ , s
0.001 0.01 0.1 q 6

Szemcseatmérd (mm)

12. abra Szemeloszlas gorbék
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2. A legjellemzdbb érték meghatdrozasa

Ismeretes, hogy zajmentes mérés a valosagban nem létezik, igy az adatrendszerben
jelenlévd bizonytalansdg ranyomja bélyegét a mért mennyiség legjellemzobb értékének a
meghatarozasara. Tobbféle becslési eljards ismeretes a mintat legjobban jellemzo érték
megadasara, melyek koziil némelyek igen zajérzékenyek, viszont 1éteznek olyan mddszerek
IS, melyek kevésbé azok. Ez utobbiakrol azt mondjuk, hogy robusztusak, ami azt jelenti, hogy
ezen eljarasok tag eloszlastipus-tartomanyon beliil képesek megbizhaté eredményt
szolgaltatni. E tulajdonsagot gyakran keverik a rezisztencia fogalmaval, mely azt fejezi ki,
hogy a becslési eljaras az adatrendszerben jelenlévd kiugrod értékekre kevésbé érzékenyen
reagal, €s azok megtartasaval is megbizhatd eredményt ad. E két fogalmat természetesen mas
statisztikai algoritmusok esetén is hasznalhatjuk, jelentésiik nem korlatozik csupan a
legjellemzObb érték becslésének problémajara.

A jellemzo érték valdszinliség-elméleti bevezetéséhez tekintsiink néhany alapfogalmat! A
relativ gyakorisdggal mar az 1. fejezetben megismerkedtiink, mely az A esemény (azaz adat)
bekovetkezésének az Gsszes kisérlethez (6sszes mérési adat) viszonyitott aranyat (na/n) adja
meg. Egyre tobb kisérlet esetén a relativ gyakorisag egy adott szamérték koriil ingadozik,
mely megadja, hogy az A esemény az Osszes kisérletnek varhatdban hanyad részében
kovetkezik be. Ezt a P(A) értéket valészinliségnek nevezziik. Annak a valosziniisége, hogy a
diszkrét valdszintiségi valtozo xx értéket vesz fel

P, =P(X=X,)

ahol az 6sszes (n szamu) lehetséges esemény bekdvetkezésének valosziniiségére fennall

Zpk =1
k=1

A valosziniiségi valtozé olyan mennyiség, melynek szamértéke valamilyen véletlen esemény
kimenetelétdl fiigg. Azt az értéket, amely koriil a valoszinliségi valtozo megfigyelt értékeinek
(mérési adatok) atlagértéke ingadozik, varhaté értéknek (En) nevezziik és az alabbi modon
szamitjuk ki

Ep =D X Py = X4y +XoP, 4+ X, P

k=1

A vérhat6 érték tehat mintajellemzé mennyiség, melynek legfontosabb tulajdonsagai az x és 'y
valoszinliségi valtozok esetén

E(cx)=cE(x) aholc konstans
E(xy)=EX)E(y) aholx és y fliggetlen
E(x+y)=E(X)+E(y) aholxésynemfiggetlen
E(ax+b)=aE(x)+b aholaésbkonstans.
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Fejezziik ki a varhat6 értéket az f(X) siiriiségfiiggvény ismeretében! A 13. dbra alapjan lathato,
hogy az adat [Xo,Xo+h] intervallumba esésének valosziniisége megegyezik a kijelolt téglalap
teriiletével
P(X, <X <X, +h)=f(x,)h
P(X, £X<X,+h)
h

f(x,) =

Mivel a fenti P valosziniiség kozelitdleg megegyezik az (no/n) relativ gyakorisaggal (ahol no
és n az intervallumba es6 és az Osszes adat szama), ezért a varhatd érték az f(X)

stiriségfiiggvénnyel konnyen kifejezhetd
n
f(x,) =2
() =2
hzxkf () = Zxkpk =E,.
k=1 k=1
‘Y

y=F(x)

/ f(xn)

ot
X

x; \ X+h
f(x)-h

13. dbra Az [Xo,Xo+h] intervallumba esés valosziniisége

Vegyiik sorra a gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott mintajellemzdéket! A 4. fejezetben
bizonyitani fogjuk, hogy az adatok Gauss eloszldsa esetén a varhatod érték megegyezik a
szamtani atlaggal (mintaatlag)

o1 X+ X, +--+X
an_zxkz 1 2 n
nis n

ahol xi az i-edik adatot jeloli (n az adatok szama). Ekkor az adatokat azonos stllyal vessziik
figyelembe. Az adatrendszerben jelenlévl zaj véletlen jellege miatt altalaban az egyes
adatokat eltéré hiba terheli. Ennek ismeretében kedvezébb, ha az adatokat elGzetesen
megadott (a priori) sulyokkal vessziik figyelembe €s siilyozott atlagot szamolunk

n
ZWka
= _ WX+ WoX, e WX,

X - n
W, + W, +-+ W
D Wy "
k=1

nw
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ahol wj az i-edik adathoz tartozo stly. A median a minta k6z¢éps6 elemét adja meg, azaz azt az
értéket, melynél nagyobb és kisebb elem ugyanannyi van a mintdban

X 1)z han paratlan

med, =1 x . +X
Znz  Z0+2”2 hanparos.

A fenti statisztikai jellemzék a MATLAB (MATrix LABoratory) programrendszerben
gyorsan szamithatok. A jegyzetben szereplé példaprogramok ebben a korszerii és hatékony
programozasi kornyezetben irodtak. A MATLAB gazdag matematikai eszkoztarral
rendelkezik, ezek koziil a Statistics Toolbox nevii csomag szamos Statisztikai eljarast
tartalmaz, melyeket kozvetleniil hivhatunk mind a parancsablakon (Command Window)
keresztiil, mind pedig az Editor-ban torténd programozas soran. A MATLAB adat-
struktirdjanak alaptipusa a komplex szamokbol all6 N xM méretli matrix (ahol N a matrix
sorainak és M az oszlopainak a szama). A geostatisztikdban ez kiilondsen elényds, mivel a
tobbdimenzids adatrendszereket altalaban nagyméretli matrixokban taroljuk és a matematikai
eljarasok is ezekkel szamolnak. Itt fontosnak tartjuk megemliteni a matrixok kozotti szorzas
alapveté szabalyat, melyre sokat fogunk még késébb hivatkozni. Ez kimondja, hogy két
matrix akkor és csak akkor szorozhatd 0ssze egymadssal, ha a szorzat bal oldalan all6 matrix
oszlopainak a szdma megegyezik a szorzat jobb oldalan 4ll6 matrix sorainak a szamaval. E
szorzas eredménye olyan matrix lesz, mely sorainak szama megegyezik a bal oldali matrix
sorainak szamaval, oszlopainak szdma pedig a jobb oldali matrix oszlopainak a szaméaval.

Példa. Képezziik az 5x4 méretli A és 4x3 méretli B véletlen matrixokat! Szamitsuk ki a

C=AB ¢és E=AC matrixszorzatokat!

>> A=rand(5,4), B=rand(4,3), C=A*B, E=A*C
A=
0.4389 0.2622 0.2967 0.2625
0.1111 0.6028 0.3188 0.8010
0.2581 0.7112 0.4242 0.0292
0.4087 0.2217 0.5079 0.9289
0.5949 0.1174 0.0855 0.7303

B =
0.4886 0.9631 0.4889
0.5785 0.5468 0.6241
0.2373 0.5211 0.6791
0.4588 0.2316 0.3955

C=
0.5570 0.7814 0.6835
0.8462 0.7883 0.9638
0.6516 0.8653 0.8696
0.8747 0.9947 1.0505
0.7140 0.8508 0.7111

Error using ==> mtimes
Inner matrix dimensions must agree
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Lathato, hogy az AB szorzas megfeleléen végrehajthato, viszont az AC szorzat esetén a

szorzasi szabaly nem teljesiil és hibaiizenetet kapunk. Azonban, ha az A matrix sorait és

oszlopait felcseréljiik (transzponalas), akkor ATQ mar Kiszamithato

>> F=A%C

F =
1.2889 1.5665 1.4838
1.3974 1.6160 1.6952
1.2167 1.4280 1.4732
21770 2.4071 2.4719

A MATLAB rendszerben vald programozas tovabbi elemeinek megismeréséhez ajanljuk
Gisbert (2005) konyvét és Szabo (2006) oktatasi segédletét. E rovid kitérd utan térjiink vissza
a mintajellemzoék szamitdgéppel torténd meghatarozasahoz.

Feladat. Szamitsuk ki egy 5 elemii adatsorra a fejezetben bemutatott mintajellemz6
értékeket! Az adatokat taroljuk az x oszlopvektorban (5x1 méretii matrixban)! A mintaatlag és
median szamitasahoz a mean ¢és a median beépitett fliggvényeket is alkalmazhatjuk

>>x=[-12.2 3.6 4 9.8]
X =

-1.0000

2.2000

3.6000

4.0000

9.8000

>> mean(x)
ans =
3.7200

>> median(x)
ans =
3.6000

Feladat. A sutlyozott atlag meghatarozasahoz definialjunk egy 5 elemti w vektort,
melyben az x vektor adataihoz rendelt sulyokat (sorrendben) taroljuk! A stlyok Osszegét a
sum eljaras adja meg. A vektorok szorzasi szabalyainak megfeleléen az eredmény

>>w=[0.51210.5]
W =

0.5000

1.0000

2.0000

1.0000

0.5000

>> (W*X)/sum(w)
ans =
3.5600

A fenti adatsor nem tartalmazott kiugro értéket, igy a harom mintajellemzé értéke kozel
egyformanak adodott. Azonban el6fordulhatnak kiugré adatok (outlier) is a mérés soran,
melyek forrasa lehet miiszerhiba, egy elrontott (szakszertitlen) mérés, adattovabbitas vagy
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adatrogzités stb. Ha a terepen nem ismételhetjiik meg a mérést, akkor az adatfeldolgozas
soran kell ezen adatokat eltavolitani, vagy stlyukat a lehet6 legkisebbre csokkenteni a becslés
soran. Utdbbi esetben kapnak vezetd szerepet a rezisztens statisztikai eljarasok.

Feladat. Példaként tekintsiik az el6z6 adatsort (Id. x vektor), melynek harmadik elemét
cseréljikk 3.6-r61 120-ra! Sulyozzuk ugy az adatokat, hogy eldszor emeljiik ki (ws=100), majd
ezutan nyomjuk el (w3=0.0001) a kiugré adat hatasat! Az alabbi példa azt mutatja, hogy a
kiugré adat nagymértékben torzitja a legjellemzdbb érték becslését és csak a masodik esetben
van remény realis mintajellemz6 megadasara

>>w=[0.5 1 100 2 1 0.5]
W =

0.5000

1.0000

100.0000

2.0000

1.0000

0.5000

>> (W™*x)/sum(w)
ans =
114.4552

>>w=[0.510.0001 2 1 0.5]
W =

0.5000

1.0000

0.0001

2.0000

1.0000

0.5000

>> (W™*x)/sum(w)
ans =
3.5623

Feladat. frjunk sajat fejlesztésti programot a szamtani atlag, a stlyozott atlag és a median
szamitasara!

clc;

clear all;

x=[-12.2 3.6 49.9],

w=[0.51210.5],

n=length(x);

atl=0;

for k=1:n
atl=atl+x(k);

end

atl=atl/n;

sulyatl=0;

seg=0;

for k=1:n
sulyatl=sulyatl+(w(k)*x(k));
seg=seg+w(k);

end

sulyatl=sulyatl/seg;

x=sort(x);
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if mod(n,2)==
med=0.5*(x(n/2)+x((n+2)/2));
else
med=x((n+1)/2);
end

Elmentve a fenti programot egy *.m kiterjesztésti (script) file-ba az alabbi futtatasi eredményt
kapjuk (mely nagy pontossaggal megegyezik a beépitett MATLAB eljarasok altal adott
eredményekkel)

X =
-1.0000
2.2000
3.6000
4.0000
9.8000

W =
0.5000
1.0000
2.0000
1.0000
0.5000

atl =
3.7200

sulyatl =
3.5600

med =
3.6000

A kovetkezOkben ismerkedjiink meg egy robusztus becslési eljarassal, mely ugyancsak
mintajellemzd értéket szolgaltat. Képezziink sulyozott atlagot a ¢(x) szimmetrikus suly-
fiiggvénnyel! Az adatok zOométdl tavol es6 pontoknak adjunk kis suly értékeket, mig a
nagyobb adatsiiriiségi helyeken levokhoz rendeljiink nagyobb stilyokat! A sulyozott atlagérték
jelolése legyen M, melynél a ¢(x) sulyfiiggvénynek maximuma van (Id. 14. abra)

in(Pi c?
= ahol @, =—

M= _
. . € +(Xi—M)2
gcp.

A 14. 4bran lathato, hogy til nagy ¢ értékek esetén a sulyfiiggvény minden adathoz kozel
ugyanakkora sulyt rendel (Id. 1. és 2. eset), ekkor a kies6 (kiugrd) adatok elrontjak az M
jellemz6 érték becslését. Kis & értékek alkalmazasanal viszont vigyazni kell, nehogy a
centrumhoz kozeli adatok figyelmen kiviil maradjanak (Id. 4. eset). Lathat6, hogy az ¢
paraméter megvalasztdsa nagymértékben befolyasolja a sulyfiiggvény alakjat és a becslés
eredményét. Az ¢ a dihézié nevet viseli, mely egy az adatok tomorodésével (kohézidval)
forditottan ardnyos skalaparaméter jellegli mennyiség.

Bevezetés a geostatisztikaba




A fentiek alapjan belathato, hogy M mintajellemz6 egy helyparaméter jellegii mennyiség,
melyet leggyakoribb értéknek vagy MFV-nek (Most Frequent Value) neveziink. Mivel M a
stlyozott atlagképzés egyenletének mindkét oldalan szerepel, ezért meghatarozasa iteracios
eljarasban lehetséges. Az alabbi iteraciés modszer 1ényege az, hogy az M-et és az e-t
egyiittesen hatarozzuk meg. Az elsé (j=1) iteracios l1épésben Mi-et a mintaatlaggal vagy a
medidnnal helyettesitjiik és a dihéziét a mintaterjedelembdl az aldbbi formula alapjan
becsiiljiik (ahol i=1,2,...,n az adatszam indexe)

N

g < 7(max(xi )—min(x;))

Az ezt kovetd iteracios 1épésekben M-et €s e-t egymasbol szarmaztatjuk

o
3y M,
2 =] I_S?-I—(Xi—Mj)ZJZ
J+1 n 1
i=1 [81 +(Xi —Mj)z]z
0
: 8?+l
12—1:8?+1+(X1i_MJ .
M, = . 2
8j+1
el +(x, - M,

051

— e X
Xy

14. abra A ¢(x) sulyfiiggvény kiilonbozo e értékek esetén
(a gorbék melletti szamok eseteket, nem pedig dihézio értékeket jelélnek)
(Steiner nyoman, 1990)

Feladat. Tekintsiik az -12.5, -6.7, -2, -1.5, 0.1, 2.4, 6.8, 9.8, 15, 23.5, 30 adatsort és
szamitsuk ki Mn-t és e-t a fenti iteracios eljaras alapjan! (Mivel a leggyakoribb érték
mintajellemz6 mennyiség, ezért a tovabbiakban Mn-el fogjuk jeldlni).
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x=[-12.5-6.7 -2 -1.50.1 2.4 6.8 9.8 15 23.5 30];
Ml=mean(x);
epsilon1=0.5*sqrt(3)*(max(x)-min(x));
itermax=30;
for j=1:itermax
szaml=0; szaml|2=0;
nev=0; nev2=0;
seg=0; seg2=0;
if j==1
epsilon(j)=epsiloni;
M(j)=M1;
else
for i=1:length(x)
seg=(x()-M(j-1))"2;
szaml=szaml+3*((seg)/(((epsilon(j-1)"2)+seg)"2));
nev=nev+(1/((epsilon(j-1)"2)+seg)"2);
end
epsilon(j)=sqrt(szaml/nev);
for i=1:length(x)
seg2=(epsilon(j-1)"2)/((epsilon(j-1)"2)+((x(i)-M(j-1))"2));
szaml2=szaml2+(seg2*x(i));
nev2=nev2+segz2;
end
M(j)=szaml2/nev2;
end
end

A 15. abran lathatd, hogy M1 megvalasztasatol fliggetleniil My a 2.82 értékhez konvergal (a
szamtani atlag 5.1 ¢és a median 2.4). Megfigyelhet6 az is, hogy a dihézio értéke az iteracios
Iépésszam novekedésével fokozatosan csokken, azaz egyre kisebb sulyt kapnak az Mp-t6l
tavolabb elhelyezkedd adatok a becslés soran. Vizsgaljuk meg mennyire rezisztens az Mn-t
szamitd eljaras Kiugro adatokkal szemben! Adjunk a fenti adatsorhoz még egy elemet,
melynek értéke legyen 100! A 16. abran megfigyelhetd, hogy My 1) értéke (30 iteracios 1épés
utan) 3.25-nek adodott. Tehat mig a szamtani atlag 5.1-r6l 13.74-re romlott, addig M, csak
~0.4-et valtozott. Ez azt jelenti, hogy a leggyakoribb érték szamitasat csak kismértékben
befolyasolja a kiugro adat jelenléte. A median jobb becslést ad a szamtani atlagnal, viszont
,,kevésbé” rezisztens eljaras, mint a leggyakoribb érték modszer.

10
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15. dbra Leggyakoribb érték meghatdrozasa (kiugré adat nélkiil)
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3. Az adatrendszerben rejlé bizonytalansdg jellemzése

Az adatokat terhelé hibakat harom f6 tipusba soroljuk. A rendszeres vagy mas néven
szisztematikus hiba nagysaga és eldjele azonos koriilmények kozott végzett méréseknél nem
valtozik. Ilyenek a mérdeszkoz tokéletlenségébdl szarmazod (a mikodés, ill. hitelesités
pontatlansagai), a mérési modszerek specifikus (pl. graviméterek linearis jarasa vagy drift),
vagy a kornyezeti hatasokbol eredd (nyomas, hdmérséklet, paratartalom stb.) hibak. Az utobbi
esettdl eltekintve a szisztematikus hibak jol korrigalhatok. Mas a helyzet a véletlen hibaval,
mely a mérést befolyasold véletlen (Sztochasztikus) folyamatok egyiittes kovetkezményeként
1ép fel, és minden egyes mérésnél masképp jelentkezik. Eldjele egyarant lehet negativ és
pozitiv. Véletlenszeriien fellépd kiilsé hatasok, a méromiiszer mitkodési hibaja, beallitasi- és
leolvasasi pontatlansagok stb. egyiittesen képezik a véletlen hibat. Nem kiiszobolhetd ki teljes
mértékben, csak az 4tlagos hatdsa becsiilhetd. A harmadik f6 tipusra mar az 1. fejezetben
lattunk példat. Az 1. abran lathato radioaktiv mérésbdl szarmazo adatokat statisztikus hiba
terheli, mely nagyszamu egymastol fliggetlen esemény megfigyelésekor 1ép fel. A részecske
szamlalasnal észlelt hiba (statisztikus ingadozas) a mérési adatszam ndvelésével hatékonyan
csokkenthetd.
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16. abra Leggyakoribb érték meghatarozasa (kiugro adat mellett)

Az empirikus (tapasztalati) hibajellemzOk bevezetése el6tt tisztdzzunk néhany
alapfogalmat! Induljunk ki abbol, hogyha ismernénk valamely fizikai mennyiség pontos
értékét (Xp), majd egyetlen mérést végeznénk erre a mennyiségre nézve, akkor mérésiink X
eredményének a pontos értéktdl vald eltérése J=|x-Xp| lenne, amit valoédi hibanak
nevezhetnénk. Mivel a természetben nincs olyan mennyiség, melynek pontos értéke ismert,
ezért Xp-t az eldz6é fejezetben megismert valamely mintajellemzd értékkel (szdmtani étlag,
median vagy leggyakoribb érték) a mérések alapjan kozelitjik. Ezen mennyiségek az
adatsorra nézve bizonyos mértékben eltérnek egymastol (Id. 2. fejezet), ebbdl kovetkezik,
hogy a bel6liik szarmaztatott hibajellemzok értéke is kiilonbozik.
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Az X adat tavolsagat az Xo jellemzd értéktdl ugy definidlhatjuk, hogy a 6 mennyiséget
megado formulaban xp értékét Xo-ra cseréljikk

X=X,/ ha p>0.

A statisztikai minta n szamu adatot tartalmaz. Képezzik az X1, X2, ... , Xn adatrendszer
tavolsagat az xo értektol! Legegyszeriibb, ha a fenti adattavolsagokat 6sszegezziik

n
D% _X0|p
i=1

mely p=2 esetben az eltérések négyzetosszegét, vagy p=1 mellett az abszolut értékek Osszegét
adja meg

n n
ki x| vagy D[x; — x|
i=1 i=1

Lathato, hogy ha a fenti dsszegben szerepld X; érték tavol van a leggyakrabban el6forduld x
értékek tartomanyatol (azaz xo-tol), akkor az (xi-Xo) tavolsag relative nagy lesz, és az
Osszegben a kiugré adat hatdsa fog dominalni. A nagy eltérések torzitd hatasat csokkenthetjiik
alkalmasan valasztott e>-el és szorzéssal is

lj[sz +(x, - xo)z].

Fiiggetlenitsiik a jellemz6 tavolsagot az n adatszamtol és a kapott tavolsag mértékegységét
harmonizaljuk x mértékegységével! EKkor az  (x —%)(X —% ).(X, — %) eltéréseket
tartalmazd vektorra felirhatok a gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott vektornormak.
Altalanos esetben eléall az L-norma

mely p=1 esetben az L;-norméanak és p=2 esetben az Lo-norméanak felel meg

13 ) 13
L1:HZ|Xi_X0| és L,= /HZ(Xi_XO)Z'
i=1 i=1

A gyakorlatban a fenti két normatipust szamitjuk a legtobbszor, és a p>2 eseteket mar ritkan
alkalmazzak. Latni fogjuk majd késébb azt is, hogy a norma kivalasztasa nagymértékben
befolyasolja a statisztikai becslés hatékonysagat. Az eltérések szorzataval el6allo tavolsag-
jellegli mennyiséget Px-norméanak nevezziik

1

SRSk
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Abrazoljuk a fenti vektornormak értékeit az Xo fiiggvényében (ld. 17-18. abra)! Az igy
kapott fliggvények minimumhelyein nevezetes mintajellemzé mennyiségek adodnak. Ha
ezeket a mintajellemzdoket a megfeleld vektornormakban Xo helyébe irjuk, akkor olyan
tavolsagjellegii mennyiségeket kapunk, melyek az adatoknak a jellemz6 értéktdl valo atlagos
eltéréseit jellemzik. E tavolsagok pedig a bizonytalansaggal allnak kapcsolatban, ugyanis ha
mérési adatainkra nagy tavolsagot szamitunk, az azt jelenti, hogy az adatok a centrumtol
tavolabb helyezkednek el (jobban szornak), igy a bizonytalansag mértéke X mennyiségre
nézve nagyobb szemben azzal az esettel, amikor kis tavolsagot kapunk (kisebb az adatok
szorasa). Ha tehat elfogadunk egyetlen adatot jellemz6 értéknek, akkor a fenti vektor-
normakkal szamitott tavolsagok mind a hiba mértékének tekinthetok. Megjegyezziik, hogy
ebben az esetben nem a med,, En vagy Mn mintajellemzok hibajarol, hanem az egyes adatok
hibajarol (az adatrendszer bizonytalansagardl) van szo. Az Li-norma Xo-Szerinti minimum-
helye a median (medp), az L-norma xo-szerinti minimumhelye a szamtani atlag (En), valamint
a P1-norma (Pk-norma k=1 esetben) Xo-szerinti minimumhelye a leggyakoribb érték (Mn). Az
igy definialt hibajellemz6 mennyiségek a kdzepes eltérés

d, =lznl|xi —med, |
n iz

a tapasztalati széras

¢és a tapasztalati hatarozatlansag

U, - s{fl[{h(xi ngnﬂ};.

Példa. A fenti empirikus hibajellemzék Osszehasonlitasa céljabol szamitsuk ki egy
hatelemii adatsorra az (Xi-xo) eltérések Li-, Lo- és P2-normajat kiilonbozo Xo értékek esetén! A
17. abrabdl kideriil, hogy a normak xo-Szerinti minimumbhelyei és a hozzatartozo6 hiba értékek
kozel esnek egymashoz, ha az adatrendszer nem tartalmaz kiugré adatot. A 18. abran viszont

lathat6, hogy egyetlen kiugro adat (xe) jelenléte esetén is a jellemzd értékek és hibak
jelentdsen eltérnek egymastol. Megallapithatd, hogy az Lz-norma reagal legérzékenyebben a
kiugr6 adatra, ugyanis a szdmtani atlagot 10 helyett 15-nél kaptuk és 2-r6l 11.3-ra novekedett
az empirikus szoras értéke. Az abrabol az is kideriil, hogy az Li-norma kevésbé érzékeny a
kiugro adat megjelenésére. A P2-norma rezisztens becslést ad, ahol a leggyakoribb érték 10-
161 10.15-re novekedett 1.97 és 2.8 empirikus hatarozatlansag mellett. Eszrevehetd, hogy az ¢
mennyiség értéke is majdnem valtozatlan (1.73-r61 1.75-re n6tt). E mennyiség megegyezik a
2. fejezetben megismert dihézioval.

Az empirikus hibajellemzoéket kis adatszam (n) mellett szamitjuk. Abban az esetben,
amikor n—oo, akkor a fenti hibajellemzdk elméleti értékérdl beszéliink. Példaul on esetén o-
val fogjuk az elméleti szorast jelolni. Mivel az adateloszlasokat altalaban Gauss eloszlassal
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kozelitjiik, ezért a harom bevezetett hibajellemzé koziil az empirikus szorasnak kiemelt
jelentdsége van. Felvetddik a kérdés, hogy miért éppen a szoras jellemzi a Gauss eloszlast
adatok hibajat a legjobban? Maximum likelihood becsléssel bebizonyithato (1d. 4. fejezet),
hogy optimalis esetben a Gauss eloszlas slrlségfiiggvényének skalaparamétere (S)
megegyezik a szorassal (o) és a helyparamétere (T) pedig a varhato értékkel (E)

(x-T)? 1 _(x-E)°
_ 28 _ 26?
f(x)= e = e :

S\/E oV 2T

A 19. abra alapjan is belathatd, hogy Gauss eloszlas esetén nagy o értéknél nagy az
adatrendszerben rejlé bizonytalansag (az adatok jobban szoérnak). Ha pl. X mennyiség mérése
soran ilyen ,,széles szarny(” stirliségfiiggvény all eld, akkor a mérést nagyobb hiba (t6bb
kiesd érték) terheli, mint kis o-nal, ahol az egyedi mérések a varhato érték szlikebb
kornyezetébe esnek (azaz pontosabb a mérés).

L4=L7 -és P - normék

oL % fagvinyiten v \]13 3 txxol!

Cemp=
u:=1.2$x—_
kozepes eltérés=160-"
Xy XXX, ’3
0 vyy Y — 3
10 20 30 40 x

17. abra Li-, Lo-, P2-normdak az xo fiiggvényében (kiugro adat nélkiil)
(Steiner nyoman, 1990)

5

empirikus sz6rds=113 +——

104

2
kozepes eltérés=63 + == f{iﬁ'[“(%;) ]]i];l
54 €=16
hatdroztlansag =28 4
Xy X2 XX, Xs xg
0 Y 99V v ; 2 y
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18. dabra Li-, Lo-, P2-normak az xo fiiggvényében (kiugro adat mellett)
(Steiner nyoman, 1990)
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A szérasnégyzet (variancia) a valoszintiség-elmélet alapjan a valoszinliségi valtozo varhato
értéktél vald (atlagos négyzetes) eltérés mértékét jellemzi. Diszkrét valoszinliségi valtozo
esetén a szorasnégyzet

n

On = (Xk _En)zpk

k=1

ahol px a P(x=x«) valosziniséget jeloli. A varianciara vonatkozé gyakori tételek X és y
valosziniiségi valtozok esetén

2 (x) = E|(x - E(Q) )} |= E(¢?) - E2(x)
o’ (ax +b) = a’c*(x) ahola és b allandd
o’(x+y)=c’(X)+c’(y) aholxésy fiiggetlen.

A Csebisev-egyenldtlenség a valoszinliségi valtozo varhato érték koriili szérddasara ad
felvilagositast (ahol A tetszdleges kiiszobérték)

c*(x)
2o

P(]x —E(x)|> x)s

f(x)

19. dbra Az adatsiiriiség és a hiba viszonya

Az empirikus szoras (on) torzitott becslése az elméleti szorasnak (o), mivel a (korrigalatlan) on
varhat6 értéke nem egyezik meg az elméleti értékkel

Képezziik a korrigalt empirikus szérast az alabbi mdédon

im0

i=1
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melynek négyzete a korrigalatlan szorasnégyzettel az alabbi kapcsolatban van

A korrigalt empirikus szords formuldjdnak nevezdjében (n-1) szerepel. Belathato, hogy a
szoras meghatarozasa (n-1) fiiggetlen adatbdl torténik (a szamtani kézép fligg a minta-
elemektdl és egy adatot kiszamithatéva tesz), ezért a normadlast ennek megfelelden kell
végezni. A korrigalt empirikus szérds ebben a formaban mar torzitatlan becslése az elméleti
szorasnak, mivel varhato értéke megegyezik a szords elméleti értékével. Ennek rovid
bizonyitasa

E(Gﬁ_l)z E(ﬁcﬁ) = ﬁE(Gﬁ)z Ln—_lcz =o2.

Feladat. Irjunk MATLAB programot, amely az x adatsorra kiszamitja a korrigalt és
korrigalatlan empirikus szorast, ill. szorasnégyzetet!

clc;
clear all;
x=[-12.23.649.811.6 1516.7 17 18.1],
n=length(x);
atl=0;
fori=1l:n
atl=atl+x(i);
end
atl=atl/n;
szoras=0;
fori=1:n
szoras=szoras+(x(i)-atl)*(x(i)-atl);
end
Szoras=sqrt(szoras/n),
KorrSzoras=sqrt(szoras/(n-1)),
Variancia=szoras/n,
KorrVariancia=szoras/(n-1),

A programfuttatas eredménye:

X =
-1.0000
2.2000
3.6000
4.0000
9.8000
11.6000
15.0000
16.7000
17.0000
18.1000

Szoras =
6.6708
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KorrSzoras =
7.0317

Variancia =
44,5000

KorrVariancia =
49.4444

Gauss eloszlasti minta esetén a szoras arrdl is tajékoztat, hogy az adatok hany szazaléka
varhat6 a szoras valamilyen tobbszorosét kitevd hosszisagu intervallumon. Ezt a szazalékos
eléfordulasi gyakorisagot konfidenciaszintnek, valamint a hozza tartozé intervallumot
konfidencia-intervallumnak nevezziik. A 20. abran lathat6, hogy standard normalis eloszlas
esetén a O+o intervallumba az adatok 68.3%-a esik, a 0+2¢ intervallumban azok 95.4%-a
varhato, mig 0+3¢ intervallumban majdnem az 6sszes adat (99.7%) beletartozik.

/TN

f (x)
G

T T T
3 2 1067 0 067 1 2 3
0,13% 2,28% 1587%25%  50% 75% 84,13% 97,72%
68.26%
05,44%
[ 00,74% |

20. dabra Standard Gauss eloszlas nevezetes konfidencia intervallumai

A 21. dbran egy tetszéleges adateloszlast jellemz6 konfidencia-intervallumok lathatok. Az
[Q,Q] interszextilis intervallumban az adatok 2/3 része (66% konfidenciaszint), a [-q,q]
interkvartilis intervallumban azok fele (50% konfidenciaszint) varhat6. gy akarcsak a szorés,
hibajellemz6 mennyiségként viselkedik az interszextilis félterjedelem (Q) és az interkvartilis
félterjedelem (q). Az interkvartilis félterjedelem a 20. abran is lathatd, melynek értéke
standard Gauss eloszlas esetén kisebb a szorasnal. A —q értéket alsé kvartlisnek (az adatok
25%-a ennél kisebb), a q értéket felsé kvartilisnek (az adatok 25%-a ennél nagyobb)
nevezziik. A -Q az als6 szextilis (az adatok 1/6-a ennél kisebb), és Q a fels6 szextilis (az
adatok 1/6-a ennél nagyobb). Altalanosan az n-edik percentilis (latinul ,,per centum” szazalék)
fejezi ki azt az értéket, melynél az adatok n%-a kisebb. Példaul az als6 kvartilis a 25%, a
median az 50%, valamint a fels6 kvartilis a 75% percentilisnek felel meg.
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A statisztikai momentumok fontos szerepet jatszanak az adateloszlasok jellemzésében.
Definialjuk a k-adik centrdlis momentumot E((x — E(x))¥) formulaval, ahol k pozitiv egész
szam. A szoOrasnégyzet értelmezhetd ugy is, mint a masodik centralis momentum (k=2).
Léteznek magasabb rendii statisztikai momentumok is. A ferdeség (skewness) a harmadik
centralis momentum és a szoras kobének hanyadosa, mely a szimmetriatél vald eltérés
mérészama

IR,
p=—" 3
(12":(Xi —K)ZJZ

NSz

crer

adatrendszerbdl kozvetleniil szamithat6. Ha =0, akkor a silirliségfiiggvény szimmetrikus,
ellenkez6 esetben aszimmetrikus. Ez utobbi esetben, ha 4<0, akkor a siirtiségfiiggvény alakja
a szimmetrikushoz képest balra, 1>0 esetén pedig jobbra ,,nyalik” el (Id. 22. abra).

X
40 — 40 —

35 - 35 -
30 B - 30 | — -
pn<0 — p>0
25 - 25 | -

Zz 20 B 1 Z 2 1
15 - 15 -
10 - 10 -
5 - 5 -
o THHA LI 0 AL ] T
2 0 2 4 6 8 2 0 2 4 6 8

X X

22. abra Empirikus siiriiségfiiggvenyek ferdesege
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A lapultsag (kurtosis) a negyedik centralis momentum és a variancia négyzetének hanyadosa,
mely azt mutatja meg, hogy a vizsgalt stiriségfiiggvény alakja ,,csucsossag” vonatkozasaban
hogyan viszonyul a Gauss striiségfiiggvényhez

] iZ(x _x)
(156-x)

ni=

Y

A y=0-hoz tartozo esetekben a strliségfiiggvény Gauss eloszlasu. Ellenkezd esetben, a y>0
értékeknél az a normal eloszlastol csucsosabb, ill. y<0 esetén a normal eloszlastol lapultabb
lesz (Id. 23. abra). A 7. abran lathato, hogy pl. a Laplace eloszlast a Gaussnal csiucsosabb, mig
a Cauchy eloszlast annal laposabb slirliségfiiggvény jellemzi.

T T 80

100 . 70 + |
80 f . 60 r T
Y>0 50 + ¥ <0 _ 4
% 607 1 2 a0l ]
40} ] 30 | |
20 | .

20 - .
10 -

0 1 1 O 1 1 1 1
0 10 20 30 6 8 10 12 14 16 18
X X

23. dbra Empirikus siviriségfiiggvenyek lapultsaga

Feladat. Osszegezziik eddigi tuddsunkat! Vizsgaljuk meg két véletlen adatrendszer
empirikus jellemzdit! Az egyenletes eloszlas véletlen adatait az unifrnd, mig a Gauss
eloszlasuakat normrnd paranccsal generaljuk! A szorast €s a varianciat az std és var beépitett
MATLAB fliggvények hivasaval adjuk meg!

x=unifrnd(-1,1,200,1);
y=normrnd(0,1/sqrt(3),200,1);
subplot(2,1,2);
t=normpdf([-1.5:.1:1.5],0,1/sqrt(3));
plot([-1.5:.1:1.5],t);
subplot(2,1,1);
k=unifpdf([-1:.1:1],-1,1);
plot([-1:.1:1],k);

Z=[X,y];

szkozep=mean(z),
med=median(z),
empvar=var(z),
szoras=std(z),
terjed=range(z),
lapult=kurtosis(z)-3,
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A 24. adbran a két adateloszlas siirtiségfiiggvénye lathatd, melyet a plot utasitas segitségével
abrazoltunk. A numerikus eredmények a kovetkezok

szkozep =
0.0710 -0.0213

med =
0.0957 -0.0201

empvar=
0.3091 0.3457

szoras=
0.5560 0.5880

terjed=
1.9703 3.4610

lapult=
-1.0855 0.6581

Lathato, hogy a két adatsor atlagértéke és szorasa jo kozelitéssel megegyezik, viszont két
teljesen kiillonbozé strtiségfliggvényrdl van sz6. Az egyenletes eloszlas a Gauss eloszlasnal
lapultabb ¢és ebben az esetben kisebb mintaterjedelem (a maximalis és minimalis érték
kiilonbsége) jellemzi.

Egyenletes eloszlas sirliségfiiggvénye
1.5

f(x)

0.5

-0.5
-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X
Gauss eloszlas sirliségfiiggvénye
0.8
0.6 / \
S04 // \\
> // \\
0
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

y

24. dabra Az egyenletes és Gauss eloszlasu minta siirtiségfiiggvénye

A fejezetet a mérési hiba terjedésének torvényével zarjuk. Tételezziik fel, hogy egy Q
mennyiség fligg mas mennyiségektdl pl. X-t6l és y-tol, azaz q=q(X,y)! A kérdés az, hogy az X
és y mérésével, valamint a Ax ill. 4y mérési (véletlen) hibak ismeretében meg tudjuk-e adni g-
t (amely nem mérhetd mennyiség) és annak hibgjat. Alkalmazzunk lineéris kozelitést! Az
atlagérték a g=q(x,y) fiiggvénykapcsolat ismeretében helyettesitéssel konnyen megadhato,
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mert g =q(X,y). A Aq maximalis abszoliit hiba (azaz az x ¢s y mennyiségbdl szarmaztatott (

mennyiség hibdja) pedig sorfejtésbdl (a linearis tagok megtartasaval) adodik

aq

oq ‘
—Ay.
oy

q=q+Aq ahol Aq=‘—Ax+
OX

Fliggetlen valoszinliségi valtozok (&) esetén érvényes az alabbi Osszefiiggés (ahol ci
konstans)

Gz(clal +C,8, +--+ C\Ey ) = ZN:C?_GZ(@)

amelybdl adodik, hogy a ox? és oy varianciak ismeretében oq? szamithato

2
ci+a—q

oy

2
Gy'

A fenti Osszefiiggés a Gauss-féle hibaterjedési torvény néven ismert, amelybdl a Aq
kvadratikus abszoliit hiba szarmaztathat6

aq
AQ= |2
q \/ax

4, Statisztikai becslések

2 2
axz+ Ay®.

X,y

X,y

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az adateloszlast jellemz6 f(x) stirtiségfiiggvény tipusat és S
skalaparaméterét! Adjuk meg ezen a priori informécidé ismeretében a stirliségfiiggvény T
helyparaméterét! Azt a statisztikai eljarast, mely a minta ismeretében valamely minta-
jellemz6t allit eld, statisztikai becslésnek nevezziik. Belathatd, hogy a fenti probléma esetén
azt a T értéket kell becsléssel eldallitanunk, melynél az n szamt adat bekodvetkezése a
legnagyobb valoszinliséggel megy végbe. A maximalis valdszinliség feltételezésén alapulo
klasszikus becslési eljarast maximum likelihood médszernek nevezziik. A becslés eredménye
nagymértékben filigg az adatszamtdl (nagyobb minta pontosabb becslést tesz lehetdve).

Tekintsiink egy Cauchy-eloszlasbol (S=1) szarmazo adatsort (Xi,X2,...,x10)! Valasszunk
alkalmas Ax-et és képezziikk az x; adathelyeken az f(xj)Ax valdsziniségeket! A maximum
likelihood elv értelmében a teljes adatsorra képzett valoszinliségek szorzat maximuménal
adodik az optimalis T érték (Id. a 25. abran a T=18.6-hoz tartoz6 esetet). Az optimalizacios
feladat célfiiggvénye

L :ﬁf(xi,T)zmax
i=1

melyet likelihood fiiggvénynek neveziink (az f(xi)Ax valdsziniiségek n-szeres szorzataban
megjelend AX" szorzotényezot elhagyhatjuk, mivel az T-t6l fiiggetlen konstans). Vegyiik az L
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fliggvény természetes alapu logaritmusat és jeloljik L*-al! Az igy kapott célfliggvényt log-
likelihood fliggvénynek nevezziik

L = iln[f(xi,T) = max.

Az L* (ill. L) figgvénynek ott van maximuma, ahol annak T paraméter szerinti derivaltja
zérus (dL*/dt=0), azaz ahol az L*(T) fiiggvény érintSjének meredeksége zérus. A fenti
feltételbdl szarmazo egyenlet megoldasaval kapjuk a keresett (optimalis) T értéket.

e 13 Xk T A BY 28 P
: R -

x E
Thebe)=1%-10

1
e =163 10"
.

e Y R % T T
10

15 20 5 x

25. dbra Likelihood fiiggvények kiilonbozo T értékek esetén
(Steiner nyoman, 1990)

Példa. Tekintsiik a Gauss eloszlas skala- és helyparaméter értékének maximum likelihood
modszerrel torténd becslését. Az L likelihood fiiggvény Gauss eloszlas esetén

n

z er}Z

n (x; =T
L=]]f(x,ST) = =
1;[ (XI Hsﬂe
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Vegyiik az L célfiiggvény természetes alapt logaritmusat és képezziik az L log-likelihood
figgvényt

L =(—n InS—%In ZnJ—(%g(xi —T)2J= max.

Képezziik az L" fiiggvény T és S ismeretlenek szerinti parcialis derivaltjait és tegyiik zérussal
egyenléve Oket! A T valtozo szerinti derivalasbol az adodik, hogy optimalis esetben a Gauss
eloszlas helyparamétere megegyezik a szamtani atlaggal

o 1
a—ngz_:‘;(Xi—T):O
(X, =T)+(x, = T)+--+(x, =T)=0
T:1 n X; =E,.
Nz

Az L” fiiggvény S valtozd szerinti derivaldsa pedig arra vezet, hogy a Gauss eloszlas
skalaparamétere pedig az empirikus szoras (mely egyben a Gauss eloszlas hibajellemz6
mennyisége, 1d. 19. abra)

oL n 13

==+ (x.-Tf =0

0S S+S3 H(X' )

S= 23 (x,-TF =o,.
L Ry

A statisztikai becslés eredményének eloszlasa novekvo minta elemszam (n—o0) esetén egy
un. hatareloszlashoz tart. Hatarozzuk meg tetszdleges eloszlasu mintabol szarmazé szamtani
atlagok (mintaatlagok) hatareloszlasanak atlagértékét

n n

E(Mj = L(E0) . B, )= EnEx) = EG)
mely azt jelenti, hogy a minta és a mintaatlagok atlagértéke megegyezik

E(X)=E(x)

Most vizsgaljuk meg, hogy mi lesz a mintadtlagok szordsnégyzete

o Kt | Lot ool )= o) - )

Ez viszont azt jelenti, hogy a mintaatlagok szérasa nem egyezik meg a minta szorasaval, s6t
az adatszam fiiggvényében valtozik
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A fenti 0sszefliggés kimondja, hogy az atlagképzés nagy adatszam (ill. véges szoras) esetén

Jn el aranyos pontossagnovekedést mutat. Ez a nagy szamok torvénye. A mérések soran
tehat érdemes nagy adatszamra torekedni, melynek mar csak a rendelkezésre all6 id6 és az
anyagi lehetdségek szabhatnak hatart. A fenti eredmények Osszhangban vannak a centrélis
hatareloszlas tétellel is, mert latjuk, hogy az atlagok (mint becslések) eloszlasa hataresetben
(véges szoras esetén) a fenti paraméterekkel jellemzett Gauss-eloszlast kozeliti. Megemlitjiik,

hogy ha egy becslés eloszlasa aA/«/ﬁ szérasu Gauss-eloszlas, akkor oa-t aszimptotikus

szérasnak nevezzik.

Példa. A 26. abran egy 2000 elemii Gauss eloszlasbol szarmazo minta siirliség-fiiggvényét
(Id. kék gorbe) ¢és kiilonbozé adatszdm mellett eldallitott mintaatlagok strliségfiiggvényeit
abrazoltuk. Lathato, hogy a minta és a mintadtlagok atlagértéke az adatszamtol fiiggetleniil
egybeesik (En=0). Viszont a mintaatlagok szorasa az adatszam novelésével nagymértékben
csOkken. Ennek megfeleléen egyre csucsosabb ¢€s ,.keskenyebb szarny” surtiségfliggvényeket
kapunk.

1 ! ! ! ! ! ! !

minta n=2000 sigmax=10  [_____ i

mintaatlag n=30 sigma=1.83

mintadtlag n=100 sigma=1
mintadtlag n=200 sigma=0.7

=

26. abra Mintaatlagok atlagértéke és szordasa kiilonbozé adatszam esetén

5. Statisztikai probak

A statisztikai proba olyan teszt eljards, mely valamilyen statisztikai feltevésnek az
ellendrzését teszi lehetdvé a mintabol szarmazo informacid alapjan. Ezeket az eljarasokat
altalaban két nagy csoportba soroljuk. Paraméteres prébardl akkor beszéliink, ha ismert
eloszlastipus esetén dontlink az eloszlas ismeretlen paramétereire tett feltevés elfogadasarol.
Ennek tobb fajtaja is van: egymintas (egy adatsor esetén), kétmintas (két adatsor esetén) €s
tobbmintas probak (varianciaanalizis). A masik csoportot a nemparaméteres probak képezik,
melyeket ismeretlen eloszlastipus esetén alkalmazhatjuk. Példaul vizsgalhatjuk azt, hogy a
mérési adatokbdl eldallitott empirikus stiriségfiiggvény (hisztogram) egy megadott elméleti
stiriségfiiggvénnyel leirhato-e. Ezt illeszkedés-vizsgalatnak nevezziik. Megallapithatjuk azt is,
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hogy két kiilonboz6 mérési eljarasbol szarmazod adatsor fliggetlen-e egymastol. Ezt
fliggetlenség-vizsgalatnak hivjuk. Végiil a homogenitas-vizsgéalat keretében eldonthetjiik, hogy
két kiilonb6zo adatsor azonos eloszlast kovet-e. A geostatisztikdban elvileg mindegyik eset
el6fordulhat, alkalmazast azonban leggyakrabban az illeszkedés-vizsgalatra latunk, amikor el
kell donteni, hogy egy adatrendszer leirhato-e az altalunk feltételezett elméleti eloszlassal.

A paraméteres probak széles korben elterjedtek az alkalmazott statisztikaban. Sokféle
modszer ismeretes, melyek részletezésére nem toreksziink ebben a tananyagban. E helyett
inkabb egy attekintd képet szeretnénk nyujtani és tisztazni az ebben a targykorben eléforduld
legfontosabb alapfogalmakat. Ilyen alapveté fogalom a statisztikai hipotézis, mely a
megfigyelt mennyiség eloszlasanak a tipusara, vagy az eloszlas paramétereire tett feltevést
jelenti. Nullhipotézisr6l (Ho) akkor beszéliink, amikor az elézetes feltevést igaznak tételezziik
fel (ekkor a vizsgalt eltérés 0). A nullhipotézissel szembenalld (barmilyen!) mas feltételezést
ellenhipotézisnek (Hi1) nevezziik. Vegyiink egy egyszeri példat! Legyen az X mennyiség
eloszlasa o szorasu Gauss eloszlas (ahol X a mintaatlagot jeloli). Tegylik fel, hogy a teljes
sokasag varhato értéke To és vizsgaljuk meg azt, hogy igaz-e ez az allitas! A feltevésnek
megfeleld nullhipotézis és ellenhipotézis

Hy E(X)=T,
H, E(x) #T,.

Mivel nincs a teljes sokasag a birtokunkban, ezért relative kisszamua mérési adatra tudjuk csak
a nullhipotézis fennallasat ellendrizni. Kérdésiink tehat az, hogy a mintabeli tapasztalat
alatdmasztja-e a nullhipotézist. A statisztikai fliggvény (roviden statisztika) olyan szamitési
utasitas, mely egyetlen értéket szamit n szamu adat alapjan. A statisztikai proba feladata
megtalalni azt az alkalmas statisztikai fliggvényt, amelynek eloszlasat Ho fennalldsa esetén
ismerjiik. Valasszuk az alabbi statisztikat

_ X_To

u=
G/\/H

mely elballitja az u véletlen valtozot (ahol X -ot az adatokbodl szamitjuk). Lathato, hogy az u

mennyiség is Gauss-closzlast kovet, mivel u az X -nak a standardizaltja (Id. skalazas a 10.
fejezetben). Az u érték nagy valosziniiséggel a megbizhatésagi (konfidencia) intervallumba
esik. Ennek a valosziniiségét szignifikancia szintnek (1-0) nevezziik

P(-u, <u<uy)=1-8

ahol ¢ a kritikus tartomanyra esés valoszintisége (Id. 27. abra). Egymintas u-préba esetén, ha a
Ho nullhipotézis igaz, akkor az u nagy (1-0) valoszinliséggel esik a megbizhatosagi
tartomanyba, azaz kis (J) valosziniiséggel tartozik a kritikus tartomanyba. Ezért, ha u a
megbizhatdsdgi tartomanyon beliill van, akkor Ho nullhipotézist elfogadjuk. Ellenkezd
esetben, amikor u a kritikus tartomanyban van, akkor Ho-t elvetjiik. A szignifikancia szintet
mi szabjuk meg a statisztikai proba soran. Nézziik meg, hogy mekkora hibat kovetiink el adott
szignifikancia szint alkalmazasa mellett, ha rosszul dontiink az elfogadasrol. Tegyiik fel, hogy
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u a kritikus tartomanyba esik és Ho-t elvetjiik, annak ellenére, hogy Ho mégis igaz! Ekkor ¢
valoszintiséggel kovetiink el hibat, melyet elséfaji hibanak neveziink (ld. 28. abra fels6
stiriségfiiggény). Olyan eset is lehetséges, amikor Ho nem igaz, de azt mégis elfogadjuk o
valoszintiséggel, ekkor méasodfaji hiba (/) keletkezik (Id. 28. abra also stiriségfiiggény). A Ho
elfogadasa annal nagyobb kockazattal jar, minél nagyobb az (1-9) valosziniiség értéke.
Példaul a 28. dbra als6 részén lathato, hogy jelentdsen lecsokkentve o értékét (piros jelzés), a
S nagymértékben megnd. Ebbdl lathatd, hogy nem célszerli a biztonsagi szintet til magasra
allitani.

f(u)

elfogaddsi
7 Sartomny
i U

—ey p———a—

Mk e Fen) Fl-a)° "ok ez

27. abra Egymintds u-proba statisztikajanak elméleti stiriségfiiggvénye
(Steiner nyoman, 1990)

T v T X
%95 1500 [ 1505 5 1510
To=1500  X,=15032
£l

02 1 H,

01
o -~ f ///7 T . T X
1495 1500 1505 3 1510

Xo=1503.2

28. dbra Els6-, és masodfaju hibadk kiilonbozd szignifikancia szinteken
(Steiner nyoman, 1990)
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Az illeszkedés-vizsgalatok gyors elvégzésére altalaban grafikus modszereket alkalmazunk.
Segitségiikkel el tudjuk donteni, hogy az adataink megfelelnek-e egy altalunk feltételezett
eloszlasnak, tovabba ezen eloszlas paramétereire vonatkozo informaciot is megkaphatjuk.
Azonban, ha az adatok nem a kivant eloszlast kovetik, akkor a teszt sajnos nem képes
megmondani, hogy milyen mas eloszlasbol szdrmazhatnak. A grafikus normalitas vizsgalat
eldonti, hogy a minta Gauss eloszlasbol szarmazik vagy sem. Ennek eszkoze a Gauss-papir,
melynek abszcisszajan az x fliggetlen valtozé értékei, az ordinatan pedig a &(x) standard
Gauss eloszlasfiiggvény atskalazott értékei szerepelnek (Id. 1. tablazat). Abrazoljuk az
ordinatan a pontokat ugy, hogy @(0)-tol &(1) egy tavolsagegységgel feljebb, @(-1) egy
tavolsagegységgel lejjebb, @(2) kettdvel feljebb, @(-2) kettdvel lejjebb legyen (Id. 29. abra)!

1. tablazat

X D(x)

-3 0.0013
-2 0.0228
-1 0.1587
0 0.5000
1 0.8413
2 0.9972
3 0.9987

jee At

-+

1 2 1
3 -2 0 1 2 3 X
36 -26 -6 & 26 36

-m

29. dbra A Gauss-papir koordindta-rendszere

Képezziik a @(x) fliggvénybdl az F(x) fiiggvényt az x-tengely menti egységek o-val valod
szorzasaval €s az ordinatatengely -m értékkel valo eltolasaval! Ezzel eléall a Gauss-papir

koordinata-rendszere
F(x)=d)(x_m}
(e}

A fenti transzformaciot konnyen ellenérizhetjiik, ha kiszamitjuk az F(x) fliggvényt néhany
nevezetes helyen, pl. F(m)=®(0), F(m+o)=d(+1). Az igy eldalld Gauss-papiron az m
varhato értékli és o szorasu Gauss eloszlasu adatsor képe egyenes, ezért ha X; (i=1,2,...,n)
adataink egy egyenesre esnek, akkor megallapithatd, hogy az x valtoz6 Gauss eloszlasu.

Bevezetés a geostatisztikaba




Példa. Tekintsiink két adatrendszert Steiner (1990) alapjan. Az egyik egy kdzetmintan
laboratoriumi koriilmények kozott mért ismételt radioaktiv mérés eredménye (I. adatsor), a
masik egy borsodi térségben taldlhatd széntelep tobb flrdsban mért rétegvastagsagait
tartalmazza (I1. adatsor). A szerzd eldszor Gauss-papiron abrazolja a két adatrendszert (1d. 30.
abra). Ebbol megallapithatd, hogy az 1. adatsor j6 kozelitéssel Gauss eloszlast, azonban a II.
adatrendszer attol 1ényegesen eltér. A II. adatrendszerrdl tovabbi illeszkedés-vizsgalatok utan
kideriil, hogy az adatok a=5 érték melletti Fa(X) eloszlast kovetnek (Id. 1. fejezet). Ezt az
eredményt mutatja a jobb oldali abran az fs-papir, melynek ordinatajat az Fs(x) eloszlas-
fiiggvény értékei szerint skalazzuk. A MATLAB rendszerben a normplot fiiggvény
alkalmazasaval végezhetiink normalitas-vizsgalatot. A 31. abran a Malyiban mért adatok (ld.
1. 4bra) tesztje lathatd. A radioaktiv adatsor jol kozelithetd Gauss eloszlassal, melyet
megerésitenek a -0.02-es ferdeség, ill. -0.04-es lapultsag értékek is.

-papi
Gauss -papir f5 -paple

9999 99
(%) (%)
985
s 9%
97
99 b 96
vy %
% % /
1114 " 4
3
2
50 50
20:
10 S
5
5
1 4
Ty
2
(1] .
15
w1 1 +)
rétegvastagsdg (+} ;
06 08 0 12 [ 1% (m)
05 08 10 12 radioaktiv sugdrzds intenzitésa(e)

14 16 (m)
radioaktlv sugdrzds intenzitdsa ()
14300 14400 14500 16600 (p -részecskeszdm)

14300 16400 14500 1600 (y-részecskeszdm)

30. dbra Az 1. (e) és II. (+) adatrendszer illeszkedés-vizsgadlata

Adatszam = 110

Kumulativ gyakorisag

v beités/perc

31. abra y-intenzitas adatok normalitas-vizsgalata
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6. Az egyiittvdltozdas mérdoszamai

Legyen x ¢és y két kiilonbozo fizikai mennyiség. Végezziink méréseket a két
(valosziniiségi) valtozora egymastol fliggetlen eljarasban! A két valtozd egyiittes
eléfordulasanak jellemzésére alkalmas az f(xo,yo) egyiittes siirliségfiiggvény, mely megadja,
hogy az els6 mérés milyen valdszintiséggel esik Xo, a masodik pedig Yo kornyezetébe. Abban
az esetben, amikor az x valtozo y-tol fiiggetlentil valtozik, akkor azt mondjuk, hogy az adatok
korreldlatlanok és az egyiittes stirliségfiiggvény az egyedi slriiségfiiggvényekkel kifejezve
egyszerlien szamithato

f(x,y) =TOJf(Y).

A 32. abra bal oldalan lathatd, hogy fiiggetlenség esetén adott y érték el6fordulasi
valoszinlisége kis és nagy X-eknél is nagyjabol ugyanaz. Ekkor az x és y mennyiség
megvaltozasa nem koveti egymast (nincs trend jellegi valtozas). Korreldlt adatok esetén
viszont adott nagysagu Yy értékekhez ugyanolyan valdsziniiséggel csak bizonyos x-ek
tartoznak. A jobb oldali abran lathato, hogy az x és y valtozok egyenes aranyban allnak
egymassal €s az ,,egyiittvaltozas” mértéke a @ szoggel aranyos.

Y A Y 4 /
f(x,y)
/
f(x,y)
S ol
\"\___/‘
> X /\6 T > X

t
X

32. abra Egyiittes siirtiségfiiggvény fiiggetlen (baloldalon) és
fiiggd (jobboldalon) vdltozok esetén

Definialjuk az egyiittvaltozas mértékét jol kifejez6 mérdszamot! Osszuk fel az Xy sikot
négy negyedre! Ezutan képezziik az adatokbol az (x —X)(y —y) fliggvényt (mely kiilonb6zo
eljelli a szomszédos siknegyedekben)! Szorozzuk Gssze ezt a fiiggvényt az f(x,y) strliség-
fiiggvény értékekkel, majd a részeredményeket adjuk (eldjelesen) Ossze! Az igy kapott
kovariancia (COv) nevii mennyiség a két valoszinliségi valtozo egyiittes valtozasanak
legegyszeriibben képzett mérdszama. A 33. abran lathato, hogy korrelalatlan valtozok esetén a
kovariancia zérus, mivel a négy siknegyedre azonos nagysagu értékek esnek. Korrelalt
valtozok esetén a kovariancia zérustol kiilonboz6. Ekkor két eset lehetséges. Ha a kovariancia
pozitiv, akkor azonos iranyu, negativ esetben pedig ellentétes iranyt a valtozas. A kovariancia
tapasztalati iton (relative kis n adatszam esetén) el6allo formulaja

18, v o
cov, == > (X, — XNy, ~Y)
N
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Valészintiség-elmélet szerinti targyalasban a kovariancia definicioja

cov(x,y) = E((x - ECO Xy ~ E()))=E(xy) - ECOE(Y)
melynek legfontosabb tulajdonsagai

cov(x, x) = 6?(x)
lcov(x, y) < o(x)o(y)
c?(x +y)=c?(x)+c*(y)+2cov(x,y)

Lathato, hogy Xx=y esetén a kovariancia megegyezik a varianciaval, amely empirikusan is
konnyen igazolhato

cov(x, X) =%Zn:(xk —X)(X, —i)z%i(xk ~X) =c?.

k=1 k=1
Y Yy Yy

£ ? s | + i - | +

) O
fxy) ' f(xy)
. ’ > X - - > X

X X
cov(x,y)=0 cov(x,y)>0 cov(x,y)<0

33. dbra A kovariancia eldjele és az ,,egyiittvaltozas ™ iranya

Normaljuk a kovarianciat az X és y valtozok szérasanak szorzataval! Az ily modon el6alld
mennyiséget korrelacios egyitthatonak nevezziik

cov(X,y)

I 5090()

mely a két valtozd kozotti linearis kapcsolat szorossagat méri. A korrelacios egyiitthato
empirikusan kifejezve

Zn:(xk _i)(yk o 37)

" Jz< RT3

ahol r, egy [-1,1] intervallumba es6é szam. Ha |rn|=1, akkor teljes korrelaciorol, ra=0 esetén
pedig linearis fliggetlenségrél beszélink. A valtozok kozotti kapcsolat szorossagat (a
korrelacio er0sségét) a 2. tablazatban szereplé gyakorlati intervallumokkal jellemezhetjiik. A
korrelacids egyiitthatd nagysaga mellett annak eldjele is 1ényeges, mely (akércsak a
kovariancia el6jele) a két mennyiség egyiittvaltozasanak az iranyarol tajékoztat.
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Példa. A 34. 4bran egy finnorszagi furasban mért Fe és Cu érctartalomnak a fajlagos
vezetOképességgel mutatott kapcsolatat és korrelacios egyiitthatojat lathatjuk. A kisszamu
mérési adat ellenére jol latszik, hogy ebben a geologiai kornyezetben a fajlagos
vezetOképesség szorosabb kapcsolatban van a vastartalommal (r,=0.92), mint a réz-
tartalommal (r,=0.48). Utdbbi esetben az adatok szorasa is nagyobb, mely azt igazolja, hogy a
korrelacids egyiitthatd és a szoras forditott aranyban all egymassal. Mivel a korrelaci6 linearis
kapcsolatot feltételez, ezért nagyobb rn esetén pontosabban illeszthetiink egyenest az
adatokra. (Az egyenes illesztés problémajat a 8. fejezetben targyaljuk).

2. tablazat

korrelacié min|ry| max|r|
gyenge 0 0.4
kozepes 04 0.7
eros 0.7 1

Hole-24 «10° Hole-24
3000 T T T T T T T

e

2000
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1500

1000

500 i i 12 i i i i i i i
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Conductivity [pSfcm| Conductivity [pS/cm]

34. abra Réz- (baloldalon) ill. vasérctartalom (jobboldalon)
kapcsolata a fajlagos vezetéképességgel

A korrelacios egyiitthatd jol jellemzi a linearis kapcsolat erésségét. El6fordulhat azonban
olyan eset, amikor rn~0 ellenére a két valtozo szorosan Osszefligg egymassal. Ekkor a
valtozok nemlinearis kapcsolatarol beszélhetiink. Raadasul ugyanazon ry érték mellett szamos
kiillonféle nemlinearis fliggvénykapcsolat allhat fenn (ekvivalencia probléma). A fenti
probléma felolddsdra egy alkalmasabb korrelaciés mennyiséget célszerli alkalmazni.
Rendezziik az x; (i=1,2,...,n) adatokat novekvé sorrendbe! A legkisebb érték kapjon 1-es
rangot, a legnagyobb érték pedig n-et. Végezziik el hasonlé modon az yi (i=1,2,...,n) adatok
rangsorolasat, majd szamitsuk ki a kapott rangértékek atlagértékét és szorasat! Ezzel
eléallithatjuk az x és y valtozok rang korrelaciés egyiitthatojat

3" (rang(x, )~ rang())rang(y, )~ rang(y))

_ k=l

Pn
Grang(x)(jrang(y)

mely nemlinearis fiiggvénykapcsolat esetén alkalmasabb ry-nél a korrelacio jellemzésére,
mert kevésbé befolyasoljak a kiugro értékii adatparok.
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Példa. A 35. abran lathatd exponencialis kapcsolatban allo (zajjal terhelt) adatok
hagyomanyos Kkorrelacios egyiitthatdo értéke 0.64-nek adodott, mely kozepes erdsségl
kapcsolatot jelol. Lathato, hogy kiilonosen nagy X értékek esetén az adatokra illesztett egyenes
nem ad optimalis kozelitést, igy a kapott korrelacids egyiitthatd érték sem tul nagy. Az
exponencialis fliggvénnyel torténd (nemlinearis) kozelités azonban jobban modellezi a két
valtozd kapcsolatat. A rang korrelacios egyiitthatd 0.95-re nétt, mely erds kapcsolatot mutat a
két valtozo kozott.

250

r =0.64
0.95

> 100 +

150

he)
1

_50-3
35. dabra Exponencialis fiiggvénykapcsolat korrelacidja

Tobbvaltozos linearis Osszefliggések esetén a kovariancia és a korrelacids egyiitthatd
segitségével a valtozok kapcsolatat paronként kell megvizsgalnunk. Ez azt jelenti, hogy az
Osszes valtoz6 minden paraméter-kombinaciojara Ki kell szamitanunk a fenti mennyiségeket.
Tekintsiik az x(X1,X, ...,xn) n-dimenziés valésziniiségi (vektor)valtozot (ahol xi ebben az esetben
az i-edik fizikai valtozot jeloli, nem pedig az i-edik adatot), és tételezziik fel, hogy ismerjiik
az egyes valtozok varhato értékeit és szorasait! A kovariancia matrix a valtozok paronkénti
egyiittvaltozasanak mértékét adja meg

cov(X,, X,) COV(X;,X,) - COV(X,,X,)
COV = COV()TZ’ Xy) COV(X.Z’ Xz)
cov(x,, X,) -+ cov(x,,X,)

Mivel azonos valtozok esetén a kovariancia megegyezik a varianciaval, ezért a kovariancia
matrix féatlgjaban az egyes valtozok szorasnégyzetei szerepelnek

c’(x,)  cov(X,X,) - Cov(X,X,)

- cov(>f2,x1) cz(xz)

cov(>;n,x1) - S(x,)
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A kovariancia matrix négyzetes (a sorok €s oszlopok szdma megegyezik) és szimmetrikus,
mivel cov(xi,Xj)=cov(xj,xi) (ahol i és j a matrix sor- és oszlopindexe). A kovariancia matrix
elemeit az aktualis valtozopar szoérasainak szorzataval osztva kapjuk a korrelaciés matrixot,
mely a valtozok kapcsolatanak az er6sségét adja meg

1 r()(11)(2) r(Xllxn)
R X)L
r(xn’xl) 1

Az R matrix szimmetrikus, azaz r(xixj)=r(x;xi). Az R i-edik f6atlobeli eleme az x;i valtozo
onmagaval képzett korrelacios egyiitthatdja, azaz r(xixi)=c>(xi)/o(xi)o(xi)=1. A MATLAB
rendszerben a cov ¢s corrcoef beépitett fliggvénnyel szamithatjuk Ki a fenti mennyiségeket.

Feladat. Irjunk sajat fejlesztésii programot tetszéleges X és y adatsor kovariancia és
korrelacios matrixanak szamitasaral

x=[12345],
y=[-13569.4],
N=length(x);
xatls=0;
fori=1:N
xatls=xatls+x(i);
end
xatl=xatls/N;
yatls=0;
for i=1:N
yatls=yatls+y(i);
end
yatl=yatls/N;
s1=0;
for k=1:N
s1=s1+((x(k)-xat)"2);
end
kov11=s1/(N-1);
szorasx=sqrt(kov1l),
s$2=0;
for k=1:N
s2=52+((x(k)-xatl)*(y(k)-yatl));
end
kov12=s2/(N-1);
kov21=s2/(N-1);
s3=0;
for k=1:N
s3=s3+((y(k)-yat)"2);
end
kov22=s3/(N-1);
szorasy=sqrt(kov22),
kovariancia=[kov11 kov12;kov21 kov22],
korrll=kovl11l/(szorasx*szorasx);
korrl2=kov12/(szorasx*szorasy);
korr21=korr12;
korr22=kov22/(szorasy*szorasy);
korrelacio=[korr11 korr12;korr21 korr22],
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Mivel két valtozot vizsgalunk, ezért a kovariancia €s a korrelacidos matrix 2x2-es méretii. A
futtatasi eredmények azt mutatjak, hogy az x és y adatsor igen szoros kapcsolatban all
egymassal, és az egyedi szorasok is kicsik

X =

abhwN R

-1.0000
3.0000
5.0000
6.0000
9.4000

szorasx =
1.5811

szorasy =
3.8408

kovariancia =
2.5000 5.9500
5.9500 14.7520

korrelacio =
1.0000 0.9798
0.9798 1.0000

Példa. A Borsodban talalhato nyékladhazi hulladéklerako felett 2004-ben végzett
foldmagneses mérések a felszin alatt elhelyezkedd (magnesezhetd) fémtargyak helyének
megkeresését szolgaltak. A proton-precessziés magnetométerrel mért T[nanoTesla] totalis
magneses térerdsség adatokat parhuzamos vonalak mentén mértiilk, melynek anomalidi jol
jelzik a felszin alatti magnesezhet6 hatok jelenlétét. A 36. abra két szomszédos (Ay=3m),
egymassal parhuzamos szelvény mentén mért adatrendszert (T1 és T2) mutat. Szamitsuk ki a
korrelacios matrixot €s jellemezziik a két adatsor kozotti kapcsolatot!
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36. dbra Magneses mérési adatok szelvényei (Nyékladhdza, 2004)
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A futési eredmény a kovetkezd

szorasT1 =
151.9839

szorasT2 =
114.1975

kovariancia =
23099 12635
12635 13041

korrelacio =

1.0000 0.7280

0.7280 1.0000
A fenti eredmények és a 36. abra alapjan megallapithatd, hogy a két adatsor nem filiggetlen,
mivel a maximumok ¢és minimumok azonos eldjellel kovetik egymast. A korrelacios
egylitthatd értéke 0.73, ami a 2. tdbldzat szerinti besorolas alapjan (éppen csak) erds
kapcsolatot jelol. Ennek oka a fizikaban keresendé. A magneses térer6sség a hatotol vald
tavolsaggal rohamosan csokken, emiatt a T1 szelvény alatt esetlegesen elhelyezkedd
magnesezhetd targyak hatasa a 3m-el odébb talalhatdo T2 szelvény mentén mar csak
gyengébben jelentkezik. Ez forditva is igaz, a T2 szelvény alatt vagy kozelében elhelyezkedd
felszin alatti hatok mar lehet, hogy tal messze vannak a T1 szelvényhez képest és hatasuk
csak kis amplitadoval jelentkezik (vagy egyaltalan nem jelenik meg) a T1 adatsorban.
Emellett a mérések bizonyos mértékii zajt mindig tartalmaznak, igy ezek egyiittesen azt
eredményezik, hogy a térbeli korrelaci6 a két szelvény kozott (még ilyen rovid
allomastavolsag mellett) nem teljes.

7. A krigelés

Az interpolacios eljarasok fontos szerepet jatszanak a foldtudomanyi gyakorlatban, legyen
sz6 valamely fizikai (pl. magneses térerGsség, nehézségi gyorsulas, fajlagos ellenallas),
kézetfizikai  (pl. porozitds, viztelitettség, agyagtartalom, érctartalom, hidraulikus
permeabilitas) vagy geometriai (topografiai adatok, rétegvastagsag) mennyiség becslésérdl
egy adott teriileten. Tekintsiik a 37. abrat, ahol Z mennyiség ismert a Zi (i=1,2,...,7) mérési
pontokban! Az interpolacio feladata az ismeretlen Zo érték megadasa, azaz a be nem mért
térrész adott tulajdonsaganak meghatarozasa.

Z (0.06)
P

37. abra Az interpolacio alapproblémdja
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A matematikabol ismert hagyomanyos interpolacios eljarasokkal konnyen meg-
hatarozhat6 Zo értéke ugy, hogy a Zi értékeket a Zo-tol valé di tavolsag szerint sulyozzuk, majd
a kapott wi stlyokkal atlagértéket szamolunk

ahol az i-edik mért adathoz tartozoé stly

A sulyozas eredményeként azok a Zi mérések, melyek a Zo-tdl tdvolabb helyezkedik el, kisebb
sulyt kapnak, mint a kdzelebb levok. A 37. ébran lathatd, hogy a hagyomanyos stlyozés
esetén minden olyan pontnak, mely Zo-tdl egyenl6 tavolsagra van, azonos sulyt adunk (pl. Z1,
Z>, Z4 és Zs esetén W=0.2). Azonban latjuk azt is, hogy pl. a Z4 és Zs pontoknak nagyobb sulyt
kellene adnunk, mint Z; és Zr-nek, mivel azok Zo-al azonos foldtani egységbe (homok)
tartoznak. A foldtani problémak jellemzdje, hogy a vizsgalt fizikai mennyiségek térbeli
korrelaciot mutatnak (Id. pl. 36. abra adatrendszere). Ez olyan fontos a priori informacio,
melyet elényos lenne figyelembe venniink az interpolacio soran. A kérdés az, hogy létezik-e
olyan eljaras, ami érvényesiteni tudja ezt a foldtani (tobblet) informaciot és sokkal
valosagosabb megoldast képes eldallitani, mint a hagyomdnyos (csak a pontok kozotti
tavolsagra alapozott) interpolacios eljarasok. A krigelés olyan modszer, mely képes a térbeli
Osszefliggések figyelembe vételére, ezért igen népszerii a geostatisztika gyakorlataban.

Definialjuk azt a mennyiséget, mely a h eltolas fiiggvényében megadja a Z mennyiség
értékkiilonbség négyzetosszegének a felét

n(h)

wmﬁh) [2(r)- 2(5, +h)F

i=1

ahol h a két vizsgalt pont tavolsaga, n(h) az egymastdl h tavolsagban 1évé pontparok szama,
Z(ri) a vizsgalt mennyiség értéke az ri helyzetii pontban, Z(ri+h) a vizsgalt mennyiség értéke
az ri ponttol h tavolsagra elhelyezkedd pontban (ri az i-edik pont helyzete). Az igy kapott ©(h)
gorbét félvariogram-nak (rov. variogram) nevezziik. Belathato, hogy amikor két pont helyet
cserél a térben, akkor a Z(ri)-Z(ri+h) kiilonbség -1-szeres értékre valt. Ezért a kiilonbségek
atlagértéke zérus. Mivel az egyedi kiilonbségek az atlagértéktél vald eltérésként
értelmezheték, igy a variogram jelentése nem mas, mint az eltérések empirikus Szoras-
négyzetének a fele

y(h)= %VAR[Z(r)— Z(r+h)]

A kovariancia és a variogram valtozasa a h tavolsag fliggvényében a 38. abran lathato.
Lathat6, hogy a két mennyiség forditottan aranyos egymassal. Mivel a tdvolsag
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novekedésével a térbeli korrelacié csokken, ezért a korreldcioval aranyos kovariancia is
csokken. Ugyanakkor nagyobb tavolsagok esetén a Z értékkiilonbségek nének és a szoras is
novekszik. Megfigyelhetd, hogy a variogram gorbéje aszimptotikusan tart egy bizonyos y(H)
értékhez. Ez a h=0 helyen kijel6li a Z(r) szorasnégyzetét

VAR(Z(r)]= coV[z(r), Z(r)]= y(H)

ahol H az un. hatastavolsag. A korrelacio két pont kozott csak ezen a tavolsagon beliil all
fenn, azaz csakis e tavolsagon beliil lehet a pontokat megvalasztani az interpolacidhoz. A
kovariancia értéke a hatastavolsaggal kifejezve

coV[Z(r), Z(r + h)]=y(H)-y(h).

A mérési eredményekbdl szamitott tapasztalati variogram pontjaira elméleti fiiggvények un.
variogram modellek illeszthetok. A 39. abran egy porozitds adatsor empirikus variogram
pontjai és haromféle azokra illeszked6 variogram modell lathato.
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38. dbra Az elméleti variogram
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39. dbra Tapasztalati variogram értékek és variogram modellek
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A 39. abran lathaté szférikus, exponencialis ¢s Gauss variogram modellek formulai a

kovetkez6k
3
C 1.51—0.5(£j ha h<H
Yo(h)= H H
C ha h>H
h
Ye(h): Cll-e "

ve(h)=C|1- e,(%)z

A fenti elméleti y(h) gorbék egy bizonyos C értékhez tartanak
C=v(H)=VAR[Z(r)]

melybdl H értéke a tapasztalati variogram pontjai ismeretében kiegyenlitéssel szdmithato. A
krigeléshez sziikséges kovarianciakat a variogrambdl szamithatjuk

CcoV|z(r), Z(r +h)]=C—y(h)

A variogram altalanos esetben anizotrop (iranyfiiggd) mennyiség, tehat a térbeli korrelacid
vizsgalatanal nem mindegy, hogy milyen iranyban rajzoljuk fel a y(h) gorbét. A 40. dbran
lathato, hogy izotrép (iranyfiiggetlen) esetben a variogram alakja minden iranyban egyforma,

rom

mig anizotropia esetén az egyes iranyokhoz eltérd karakterisztikaju variogramok adodnak.

¥h)

izotrop eset anizotrdp eset

40. abra Iranyfiiggetlen (baloldalon) és iranyfiiggé (jobboldalon) variogramok
(Isaaks és Srivastava nyoman, 1989)
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A krigelés robusztus becslési eljaras, mely nem érzékeny a variogram modellre, valamint
tekintetbe veszi annak iranyfiiggését is. Kozelitsiik Po pontban az ismeretlen Z(Po) mennyiség
értékét n szamu (kozeli) Pi pont ismert Z(Pi) értékének sulyozott atlagaval

i=1

A becslés akkor torzitatlan, hogyha a stlyokra eléirjuk

anwi =1.

i=1

Ez azért sziikséges, mert ha pl. minden kérnyezé érték egyforma lenne, akkor csak ebben az
esetben kapnank a kérdéses pontban is ugyanazt az értéket. A krigelés feladata tehat a wj
stlyok és azon keresztiil a Z(Po) érték (és mas kérdéses pontok értékének) meghatarozasa.
Kossiik a sulyok meghatarozasat a becslés szorasnégyzetének (azaz a valodi és a becsiilt érték
eltérésének variancidja) minimumahoz

VAR[Z(PO)— iwiz(Pi )} = min.

i=1

A fenti optimalizacios feladat megoldasat a Lagrange-féle multiplikatorok modszerével
allithatjuk el6 (a részletes levezetést Steiner (1990) konyvében talaljuk meg), mely a KW=D

linearis egyenletrendszerre vezet (ahol K az un. Krige-matrix, és u a Lagrange-féle

multiplikator)
Cyi Cp Gy - Gy 1 W, Co
Ca Cyp Gy Can W, Coz
Cy Cyp Gy Csn W, _ Cos
Ci. C. Cig Cnn 1] W, Con
1 1 1 1 m 1

A u paraméter a sulyokra tett kikotést érvényesiti, tehat a Y w=1 feltételt irja el6 a szélsdérték-
keresés soran. Az egyenletrendszerben talalhat6 kovarianciakat a variogrambol szamitjuk, igy
az alabbi matrix elemek ismert mennyiségek

¢, =CoV|Z(P,). (P, )= C - y(h(P.P))
c..:VAR[( )] C
¢, =COV[Z(P,), Z(P.)]= C - y(h(P,,P))

Az ismeretlen sulyokat (és a Lagrange multiplikatort) a W=K™D egyenletrendszerbél
hatarozzuk meg (ahol ﬁ_l =adj(K)/det(K)a Krige-métrix inverze). A becslési hibat
(becslés szorasnégyzetét) o=WTD segitségével kapjuk meg (ahol T a transzponalt jeldlése).
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Példa. Tekintsiik ismét a 36. abran bemutatott nyékladhazi mérési szelvényeket! Az
interpolacio célja az, hogy magneses térképet szerkessziink a teriiletrdl és kijeloljiik a felszin
alatt eltemetett fémhulladékok helyét. A teljes mérési teriilet SO0mx35m volt. Az adatokat x és
y iranyban egyardnt 1m-es mintavételi tadvolsag mellett gyljtottiik. A magneses térerdsség
adatokbol a feldolgozas soran kiszamitottuk a dT/dz [nanoTesla/m] vertikalis magneses
gradiens értékeket, melyek kiilondsen érzékenyek a felszinkdzelben elhelyezkedé magneses
hatokra (a magnesezheté fémhulladékok a felszin alatti par m-es tartomanyban helyezkedtek
el). El6szor kiszamitottuk a vertikalis magneses gradiens adatok variogramjat (ld. 41. abra).
Majd a linearis egyenletrendszer megoldasaval kapott stlyokkal minden kérdéses pontban
meghataroztuk az adatok interpolalt értékét. Az eredményiil adddo izovonalas térképet és az
interpolacids pontokat a 42. dbra mutatja, melyen tobb magneses anomalia felfedezhetd.

Z(r): Vertikalis magneses gradiens [nT/m]
7000
5000-|
5000

4000+

Variogram

30004

2000+

10004

T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
h [m]

41. abra Vertikalis magneses gradiens adatok variogramja
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42. abra \ertikalis magneses gradiens adatok interpolalt térképe
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8. Linedris és nemlinedris regresszio

A f6ldtani kutatasban gyakori feladat két (vagy tobb) fizikai mennyiség kozott fennallo
fliggvénykapcsolat meghatarozasa. Az egyvaltozds regresszios vizsgalatok célja, hogy az x és
y tapasztalati aton megfigyelt (mért) mennyiségek kapcsolatat leird y=f(X) regressziés
fliggvényt megtalaljuk. Az f(x) fliggvény sok esetben linearis, ekkor a mérési adatokra
legjobban illeszked6 egyenest keressiik. E feladatot lineéris regressziénak nevezziik. Abban az
esetben viszont, amikor a regresszios fliggvény nemlinearis, akkor nemlineéris regressziérol
besz¢liink.

Az (xi™,yi™) mérési adatok az Xy sikon n szami pontot jeldlnek ki (1d. 43. abra). Ha a két

mennyiség korreldl egymassal és linearis kapcsolatot feltételeziink, akkor a pontokra
legjobban illeszkedd egyenes egyenletét az ismert alakban keressiik

y=mx+a

ahol m az egyenes meredeksége (iranytangense), és a az egyenes ordinata-metszete. Példaul
farélyukbeli hémérséklet mérések esetén, ha azt feltételezziik, hogy a hdémérséklet a
mélységgel linearisan novekszik, akkor m a geotermikus gradienst (ami f6ldi atlagban
3°C/100m, de Magyarorszagon 5°C/100m), a pedig a kezdeti hémérsékletet (ami a felszinen
atlagosan 10°C) adja meg. A fenti egyenlet (regressziés modell) segitségével egy yi¢?
szamitott adatsort allithatjuk elé, melynek az yi™ mért adatoktol vald eltérése az (m, a)
paraméterpar megvalasztasatol fiigg. A 43. abran a mérési és szamitott adatok, valamint a
regresszios egyenes és paraméterei lathatok. Tapasztalati tény, hogy az adatokat terhel6 zaj
(véletlen hiba) miatt a legjobb egyenes sem haladhat at mindegyik mérési ponton egyszerre.

(m) yim) (m) (m)
x'm x' XY X

43. dbra A regresszios egyenes és annak paraméterei
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A mérési adatokra legjobban illeszkedé egyenest a mért és szamitott adatok egyedi
eltéréseinek (Ayi=yi™-yi®? ahol i=1,2,...,n) minimalis értékeinél kapjuk. Hatarozzuk meg m
¢és a paraméterek optimalis értékét a legkisebb négyzetek (LSQ) modszerével

m_ Y 2 _ mi
E= Z(y,( —y! ) =>"(y, —mx, —a) =min.

n
i=1 i=1

A minimumhely ott talalhato, ahol az E célfiiggvény m és a paraméterek szerinti parcialis
derivaltjai (egyidejiileg) zérussal egyenldk

oE_ &

& - 2% (y. —mx. —a)=0
3y a

OE n '
o =2 ;:1 (y,—mx,—a)x, =0

A szorzas elvégzése utan kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert
n n
Dy —mY x;—an=0
i=1 i=1
n n ) n ’
DXy —mY xt-a) x, =0
i=1 i=1 i=1

Az els6 egyenletet x atlagértékével beszorozva kapjuk
1 n n m n 2 n
=2 XY __(in) ~a) =0
N = n\iz i-1

melyet az egyenletrendszer masodik tagjabdl kivonva eldall

i=1 i=1

n n n n n 2
inyi _izxizyi —-m lez _l(zxij =0.
= n i-1 n\iz

Ebbdl m regresszios koefficienst kifejezhetjiik

n 1 n n
T2 ooy o

m=- =1 = r,—~

n ) 1 n 2 0)2( X GX
PR IR
N\

i=1

ahol r a korrelaciés egyiitthatot, o pedig a szorast jeloli. Az a regresszios koefficienst az
egyenletrendszer els6 egyenletébdl szarmaztatjuk, és m fliggvényében szamithatjuk

a=13y -3y —y-mx
n i n o
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A MATLAB rendszerben regresszidos szamitdsokat a polyfit és polyval fliggvényekkel
végezhetiink. Az el6bbi az adatok ismeretében megadja a regresszios fiiggvény egyiitthatoit,
az utobbi pedig a fiiggetlen valtozo értékek helyén a szdmitott adatokkal tér vissza.

Feladat. Végezziink linearis regressziot 11 adat esetén, majd abrazoljuk a mérési adatokat
¢és a kapott regresszios egyenest! Az eredmény a 44. abran lathato.

clc;

clear all;
x=[012345678910];
y_mert=[-1 0.56 1.33.445.6 7.87.98.399.8];
eh=polyfit(x,y_mert,1);
y_szam=polyval(eh,x);
plot(x,y_mert,"™");

hold on;

plot(x,y_szam);
xlabel('x);

ylabel('y");

title('Linearis regresszid');
m=eh(1),

a=eh(2),

Linearis regresszid

12

10+

y=1.1051x-0.3745

44. abra A linearis regresszio eredménye

A legkisebb négyzetek modszerén alapuld regresszionak jelentés hatranya, hogy igen
érzékenyen reagal a kiugré adatokra és az adatok Gausstol eltérd eloszlasa esetén nem ad
optimalis eredményt. Tekintsiik a mért €s a regresszioval szamitott adatok Lp-normajat

p}l’”:[ggysm)_fm

melynek négyzete p=2 esetben (Lo-norma) egy konstanstol (n adatszam) eltekintve
megegyezik a legkisebb négyzetek modszerén alapuld regresszios feladat célfiiggvényével

nL? :Zn:( m _f(x,)f =E.

i=1
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Az E célfiiggvény minimalizalasan alapulo regresszids eljaras nem rezisztens. A 45. dbran
lathato, hogy a becslés kiugré adatok jelenlétében igen pontatlan. Raadasul a p paraméter
novelésével egyre rosszabb eredményt kapunk. A legszélsé esetet az L.-norma alkalmazésa
képviseli, mely szdmszerlien a mért és a szamitott adatok eltérésének maximumaval tér
vissza. Ahhoz, hogy rezisztens eljarast kapjunk, érdemes p<2 esethez tartozo célfiiggvényt
valasztani. Az abran lathato, hogy p=1 esetre vonatkoz6 (Li-norma) kiegyenlitési eljaras nem
érzékeny a kiugrd adatokra és jobb becslést ad a regresszids paraméterekre nézve. Durva
mérési hibdk és a regresszios paraméterekre vonatkozé R szami A(M)=0 mellékfeltétel

esetén az Li-norman alapuld célfiiggvény (ahol m a regresszids paraméterek vektora és Ar az
r-edik Lagrange-féle multiplikator) a kovetkezo

L = zn:\ygm —f(x;, m)+ zR:xrA(m)zmin.
i=1

r=1

Y

y

Y

X

45. dabra Linearis regresszio kiilonbozo célfiiggvények alkalmazasa esetén

Tételezziik fel, hogy a valtozok kozotti kapcsolat nemlinearis! Az alkalmazott fiiggvény-
tipus sokféle lehet, mely mindig az aktudlis foldtani szituaciotol fiigg. Gyakran végziink
hatvanyfiiggvények szerinti kiegyenlitést, ahol a regresszios fliggvény egy M-edfoka polinom
(ahol mo a nulladfoku taghoz tartozo konstans és mj az x valtozo i-edik hatvanyahoz tartozo
sorfejtési egyiitthatd)

M
f(x,m) =f(x,my,m,,...m,) =my + > mx'.
i=1

A nemlinearis regresszids feladat linearizalassal is megoldhatd, melynél az eredeti valtozok
helyett veliilk 6sszefliggd, de egymassal linedris kapcsolatban 1€vé valtozokat vezetiink be.

Példaul legyen a nemlinearis regresszios fiiggvény Yy =ae™ alaku! Vegyiik mindkét oldal
természetes alapu logaritmusat, majd a kapott Iny =Ina+bx fiiggvény valtozoit helyettesitsiik
j paraméterekkel Y =Iny, X =x! Ekkor a regresszios kapcsolat linearis: Y = A+BX.
Elvégezve a linedris regresszids feladatot, a nemlinearis regresszios fliggvény paraméterei
konnyen eléallithatok a=e”, b=B.
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Példa. Tekintsiink egy hazai furasbdl szarmazé kdzetmintdkon mért porozitds (POR),
kotott viztelitettség (SWirr) és ateresztOképesség (K[mDarcy]) adatrendszert! A 46. abran a
fenti kdzetfizikai valtozok regresszids kapcsolatat figyelhetjiilk meg. Lathato, hogy a teriileten
jelenlévo tiledékes kbzetek ateresztOképessége a porozitassal egyenes, viszont a porustérben
elhelyezkedd agyagszemcsék feliiletén megkotott viz térfogataval forditottan aranyos. Ez az
eredmény a szénhidrogén-tarolok mindsitését és kitermelését szolgalja.

Ln(k)= 41.9527*POR-6.3187
T T T T O

r r r r r
0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34
POR

Ln(k)= -9.5814*SWirr+8.1949

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
SWirr

46. abra Permeabilitds - porozitas (feliil) és permeabilitas - kotott viztelitettseg (alul)
adatok linearizalt regresszioja

Példa. A 47. dbra a nyékladhazi bazisallomason mért magneses adatsor kiilonbdzd
fokszamt hatvanyfliggvények szerinti regresszidojat mutatja. A bazismérések alapvetdek a
magneses adatok feldolgozdsa szempontjabol, ugyanis ezek segitségével korrigalhatjuk a
nyers adatokat a magneses tér 24h-as periddusu valtozasanak hatasaval. Ez azért sziikséges,
mert igy allithatunk eld a napi hatast6l mentes (csak a felszin alatti magnesezhetd hatoktol
szarmazd) magneses anomalidkat térkép formajaban.

x 10" Magneses térerisség iddbeli viltozasa a bazisponton
4.8536 T T T T T
*  mérési adatok
H H H elsdfokl regresszids polinom
48634 =004 Ko e mésodfokd regresszids polinom [T 7
harmadfoki regresszigs polinom
tizenharmadfoku regresszids polinom

= 4.8632f---neeeet CRaTT It CESELIRR R bmerene e RECeOTEIEEY EEPREER SRR 4
o
@
7]
@
E ' k : : :
S 4883 K E RRERREEREREE LRt SUEEEIEEECLE E
s H H H H
@
w
@
= H
=) v v L = & .
= 48528 : ] 3 : . i

4.8526 : : : : e 4

48524 i i i i i
8 85 9 95 10 105 11
Idé [h]

47. abra Magneses térerosség adatok nemlinedris regresszioja
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9. Az adatok jellemzése és skdlazasa

A foldtani kutatas soran gy(jtott adatok gyakran tébbféle (kiilonbozo fizikai elven alapuld)
mérésbol szarmaznak. Példaul a felszini geofizika moddszerei magukban foglaljak a
gravitacios, foldmagneses, egyenaramu elektromos, elektromagneses, szeizmikus, radioaktiv
¢és termikus méréseket. A mérési teriileten gytijtott kdzetmintak laboratdriumi vizsgalataval az
asvanyok mennyiségének teriileti eloszlasat adjuk meg (pl. egyes ércek feltérképezése
céljabol). A furasos kutatas modszereivel nemcsak nagy mélységbdl szarmazo kdzetmagot
vagy fluidum-mintat hozhatunk a felszinre, melyeket laboratoriumban ugyancsak mérések ala
vethetiink, hanem szamos kozetfizikai paramétert tudunk ,,in-Situ” megmérni, melyek a
szénhidrogének és egyéb asvanyi nyersanyagok mennyiségével allnak kapcsolatban. A fenti
néhany példabol lathatd, hogy a terepen igen sokféle adatot gytijthetiink. Ezeket az adatokat
az Osszehasonlithatosag miatt rendszerezniink, valamint hasonlé ,alakra” kell hoznunk. E
miveletnek az a célja, hogy az adatfeldolgozés soran az adatokbol a lehetd legtobb foldtani
informaciot tudjunk kinyerni.

A tobbvaltozds statisztika terminologidja szerint az adatoknak két {6 jellemzdjiik van.
Objektumnak a foldtani képz6dmények sokasaganak egy elemét, tulajdonsagnak pedig a
sokasag elemeihez tartozo fizikai jellemzot (valtozot) nevezziikk. A valtozokat tapasztalati
uton (méréssel) vizsgaljuk, melyek jellemzése a statisztika modszereivel torténik. Rendezziink
| szam1 objektum J kiilonb6z6 tulajdonsagat egy /xJ méreti matrixba

1o
Il
T
[=
o
_D_

ij
dll dlj le
ahol i=1,2,...,1 a sor-, és j=1,2,....,0 az oszlopindexet jeloli. A fenti mennyiséget

adatmatrixnak nevezziik, melynek i-edik sora (vagy objektumvektora) az i-edik objektum
tulajdonsagait tartalmazza

valamint j-edik oszlopa (vagy tulajdonsagvektora) a j-edik tulajdonsag kiilonbozo
objektumoknal megvalosult értékeit rogziti

d9 =[d,;,d,;,....d,]".

Példaul farasi geofizikai mérések soran az i-edik objektum lehet pl. egy kdzetréteg vagy akar
egy mélységpont, €s a j-edik tulajdonsag pedig egy bizonyos fizikai mennyiség (pl.
természetes potencial, természetes gamma, slriiség, akusztikus terjedési id6 vagy fajlagos
ellendllas), melyet minden mélységpontban egymas utan egy specialis mérdberendezéssel

Bevezetés a geostatisztikdaba




(szonda) regisztralunk. A regisztratumot szelvénynek nevezzilk, mely a mélység
fliggvényében abrazolja a kdzetsorozatra vonatkozd mérési eredményeket.

A tulajdonsagvektorok kiilonb6zd nagysagrendli ¢€s mértékegységgel rendelkezd
jellemzoket tartalmazhatnak. A statisztikai szamitasok szamara olyan egységesitett
adatrendszerre van sziikségiink, melynek adatai azonos nagysagrendiiek, ill. dimenzid
nélkiiliek. Azt a transzforméciot, mely a nyers mérési adatokat a fenti céloknak megfeleléen
alakitja at, skalazasnak (Iéptékvaltas) nevezziik. A leggyakrabban alkalmazott skalazasi
eljaras a centralas, mely zérus kozépértékre vonatkozo eltolast (az adatmatrix elemek
konstans értékkel valo eltolasat) jelent. Ekkor a j-edik tulajdonsagvektor (az adatmatrix j-edik
oszlopa) elemeinek szamtani kozepe zérus lesz, viszont az adatok szorasa nem valtozik

' q q 1 I
dy=d, ~d; ahol d,=3d,

Feladat. Végezziink centralast a MATLAB rendszer segitségével! Legyen d egy
tetszoleges otelemii (tulajdonsag-) vektor és duj a megegyezd méretli skalazott oszlopvektor!
Ellendrizziik a két vektor szamtani kozepét és szorasat! A feladat megoldasa MATLAB
parancsablakban

>> d=[13.2-5.6 58 11]
d=

1.0000

3.2000

-5.6000

5.0000

8.0000

11.0000

>> datl=mean(d)
datl =
3.7667

>> dszor=std(d)
dszor =
5.7875

>> duj=d-datl

duj =
-2.7667
-0.5667
-9.3667
1.2333
4.2333
7.2333

>> mean(duj)
ans =
-5.9212e-016

>> dujszor=std(duj)
dujszor =
5.7875
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A standardizalas olyan skaldzasi eljaras, mely zérus kozépértékre és egységnyi szoOrdsra
torténd 1éptékvaltast valosit meg. (Emlékezziink, hogy az 1. fejezetben a stirliségfiiggvények
standard alakja T=0 és S=1 mellett all el6, mely az altalanos alak standardizaltjanak
tekinthetd. A 10. fejezetben a faktor- és fokomponens elemzésrél lesz sz6, melyben az
adatokat jelen eljarassal standardizaljuk). A miivelet a konstans eltolas mellett egyben
nyGjtast is jelent. A standardizalt valtozo a korrigalt empirikus szoras (ld. 3. fejezet)
alkalmazasa mellett dimenzid nélkiili (és torzitatlan) mennyiség

d; _0-0) gy 5, :\/Li(dij ~4;).

GJ I_1i=l

Feladat. Az el6z6 MATLAB példa d vektoranak standardizaltja a duj2 vektor.

>> duj2=(d-mean(d))/szigma
duj2 =

-0.4780

-0.0979

-1.6184

0.2131

0.7315

1.2498

>> mean(duj2)
ans =
-1.1102e-016

>> std(duj2)
ans =
1

A maximum-skalazas végrehajtasa utan a j-edik tulajdonsagvektor elemeinek maximalis
értéke 1 lesz. A miivelet konstans zsugoritast jelent, ahol a skalazott valtoz6 dimenzidtlan

d

r_ ij

Feladat. A MATLAB rendszerbeli d tulajdonsagvektor elemeinek és a duj3 skalazott
vektor elemeinek maximalis értéke

>> max(d)
ans =
11

>> duj3=d/max(d)
duj3 =

0.0909

0.2909

-0.5091

0.4545

0.7273

1.0000

>> max(duj3)
ans =1
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A terjedelem-skalazas alapesete az, amikor [0,1] intervallumba transzformaljuk az
adatokat. A miivelet konstans eltolast és zsugoritast jelent, mellyel a j-edik tulajdonsagvektor
elemei [0,1] hatarok kozé keriilnek. A skéalazas dimenziotlan valtozot ad eredményiil

., d,—min(d)
" max(d;) - min(d;)

Feladat. A MATLAB rendszerbeli d tulajdonsagvektorbol képzett duj4 skalazott vektor
minimuma 0 és maximuma 1

>> dujd=(d-min(d))/(max(d)-min(d))
duj4 =
0.3976
0.5301
0
0.6386
0.8193
1.0000

>> min(duj4)
ans =
0

>> max(duj4)
ans =
1

A terjedelem-skalazas altalanositott miveletével egy tetszOleges [A,B] intervallumba
transzformalhatjuk a tulajdonsagvektor elemeit. A j-edik tulajdonsagvektor skalazasa az Aj
(also) és B;j (fels6) hatarok eldirasa mellett

di :A-+(B-—A.) dij _mm((.jij) .
i j j ] max(dij)—mln(dij)

Feladat. Legyen A=-10 és B=20! Ekkor a MATLAB rendszerbeli d tulajdonsag-vektorbol
képzett duj5 skalazott vektor

>> duj5=A+((B-A)*(d-min(d))/(max(d)-min(d)))
duj5 =
1.9277
5.9036
-10.0000
9.1566
14.5783
20.0000

>> min(duj5)
ans =
-10

>> max(duj5)
ans =

20
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10. Faktor- és fokomponens elemzés

A nagyméretii adatrendszerek sokszor attekinthetetlenek, ezért a tobbvaltozos adat-
elemzésnél gyakran célravezetd lehet a probléma méretének (dimenzidjanak) a csokkentése.
Ennek keretében a statisztikai mintaban felhalmozott informécié nagy részének megtartasaval
ugyanazt a jelenséget kevesebb valtozoval irjuk le. Az Gj valtozok magukban foglaljak az
objektumok lényeges tulajdonsagait, valamint 0j (az adatokkal rejtett kapcsolatban 1€vo)
jellemzoket is szolgaltatnak. A dimenziocsokkentést faktor- és fékomponens elemzéssel
végezziikk el. A faktoranalizis sordn nagyszdmu, egymadssal Osszefliggd vagy fiiggetlen
valoszinliségi valtozdt kevesebb szamu korreldlatlan valtozoval helyettesitiink, ahol a
keletkezett 0j valtozokat kozvetlen modon nem tudjuk megfigyelni. A fékomponens
analizissel a valdszinliségi valtozokat szintén kisebb szamu Kkorrelalatlan valtozoba
transzformaljuk at. Az 0j valtozok koordinata-rendszerében az lesz az elsé fOirdny
(fokomponens), ahol az 0Osszes irany koziil legnagyobb a minta variancidja, a masodik
fékomponens az elsére merdleges iranyok koziil a maximalis varianciaju iranyt képviseli. Az
elsé néhany fékomponens jol tikkrozi a mintaban rejlé informaciot (az adatok varianciajanak
legnagyobb részét irja le), ezaltal a tobbi valtozo elhanyagolhatova valik.

Elséként tekintsiik 4t a faktoranalizis elméletét! Jeloljik a 9. fejezetben bevezetett D
matrixot X -el! Az adatokat tartalmazé6 X mennyiséget tulajdonsdg-matrixnak nevezziik,

mely N szamu sorbdl és M szamu oszlopbol all

X X Xim
X = X Xy Xom
Xne Xz o Xyw

A matrix i-edik sora az i-edik objektumot, j-edik oszlopa pedig a j-edik kiindulasi (mért)
valtozot jeloli. A faktoranalizis végrehajtasanak a feltétele az, hogy a tulajdonsadg-matrixban
ne legyen 5%-nal nagyobb adathiany, ill. ne hianyozzon egy sorbol vagy oszlopbdl a matrix
elemeknek tobb mint a fele. Ha mégis ez az eset allna fenn, akkor a hianyzo helyekre a sorok
vagy az oszlopok atlagat szoktuk beirni, azonban ez tovabbi hibaval terheli a zaj miatt
egyébként is kozelitdé megoldast. A faktoranalizis modellje alapjan a (skalazott) kiindulasi
valtozokat tartalmazo X matrixot felbonthatjuk az A koézés komponens matrix (nem mérhetd

valtozok) és az E hibakomponens matrix dsszegére

[P

rm

ahol A és E mérete egyarant NxM. A faktoranalizis célja, hogy az A matrixot a<M szamu

tényezore, un. faktorra bontsuk fel (ahol a elére rogzitett szam). Alapvetéen négyféle
faktortipust kiilonboztetiink meg egymastol. Altalanos faktornak nevezziik az Osszes
kiindulasi valtozohoz kapcsolodd faktort. A kozds faktor legalabb két mérhetd valtozot
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befolyasol, mig az egyedi faktor csak egyet. Végiil maradékfaktornak nevezziik a mérési vagy
a becslési hibabdl szarmaz6 egyedi faktort. Bontsuk fel a kzos komponens matrixot a szamu
faktor linearis kombinacidjaval

ahol F az Nxa méretli faktorok matrixa és L az Mxa méretli faktoregyiitthatok matrixa.
Alkalmazzuk a 2. fejezetben megismert szorzési szabalyt! Mivel az F matrix oszlopainak a
szama megegyezik IET transzponalt (axM méretll) matrix sorainak a szamaval, ezért az

eredményiil adodd A matrix mérete NxM (melyet az F sorainak és L' oszlopainak a szdma

adja ki). Legyen pl. 10 objektumunk, 5 mért valtozonk és 2 faktorunk! Ekkor a fenti egyenlet
altalanos matrixelemekkel kifejezve

An Ap An Ay Ag F. Ry
An Ap Ayx Ay Ay Fr R
Ay Ay Ay Ay Ag Fi Ry
Ay Ap Ag Ay Ag F  Fo
A Ay Ay Ay Ag _ e R L, L, L Ly Llsj
Aa Ap Ag Ay Ag - Fo  Fe Ly Ly Ly Ly I—zs.
An An An Ay Ag F. R
A An Ag Ay Ag Fu R
Ag Ay Ay Ay Ay Fa  Fe
A Ao Az Awns Aps For  Foo

Az F matrixot a faktorok kiilonb6zé objektumoknal megvalosult értékei (factor scores), mig
az L matrixban a kiindulo valtozokkal kapcsolatban 1évé faktorok sulyai (factor loadings)
alkotjak. Tételezziik fel, hogy az A ¢és E miatrix korrelalatlan ( éTE =§Té =0) és
ETE/ N=Y ismert mennyiség! Ekkor a tulajdonsagmatrix standardizalt (atlagértékekkel

eltolt és egységnyi szorasokkal 0sztott) adatainak az M xM méretii korrelacios matrixa

R=—X'X==A

1>
_I_
€

1 1
N N

Legyenek a faktorok linearisan fiiggetlenek (ETE/ N = | az egységmatrix), ekkor a korrelacios
matrix elemei kifejezhetok a faktoregyiitthatokkal

R-SELEL ) w-LL vy

ahol az MxM méretii diagonalis ¥ matrix a kiindul6 valtozok szérasnégyzeteinek a kozos

faktorokkal nem értelmezhetd részét képviseli. Az R korrelacios matrix féatlobeli elemei 1-
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gyel egyenlék, melyet a mért valtozok standardizalt szorasnégyzetei adnak ki. Képezziink a
faktoregyiitthatokkal korrelacios matrixot! A redukélt korrelaciés matrix elemei a mért
valtozok és a faktorok kozotti korrelacios egyiitthatok

hi r, - oy
T r, hj fom 2 N2
LL =R-¥Y=| = ) 5 ahol hf = L <1.
-—= 271 : : : Zj_l
g by - D2
- m M

Az MxM méreti redukalt korrelacios matrix foatlojaban szerepld elemeket kommunalitas-
oknak (h?) nevezziik, melyek a mért véltozok standardizalt szorasnégyzeteinek a kozos
faktorokkal leirhaté részeit képviselik. A maradékfaktorok 4ltal képviselt részt a
kommunalitdsok ismeretében szamithatjuk ki

Il €

=1-H

A kommunalitdsok MxM méretll ﬂz matrixanak elemei, ha sokkal kisebbek 1-nél, akkor a

mért valtozoknak kevés koziik van a faktorokhoz. A faktoregyiitthatok L matrixanak

meghatarozasa a szimmetrikus matrixok spektral-felbontasanak modszerével torténhet

LL'=ZAZ'

ahol Z az R—Y¥ matrix sajatvektorainak Mxa méretii matrixa (a sajatvektorokat a matrix
oszlopai tartalmazzék), A az R — ¥ sajatértékeinek az axa méretli matrixa (melynek féatloja

tartalmazza az a szamu / sajatértéket). A faktoregyiitthatok matrixa

L:ZA1/2

ahol az i-edik sajatértékkel képezziik a fenti 4 = \/Z matrixelemet. A faktoregyiitthatok és a

mért valtozok ismeretében Kiszamithatjuk a faktorértékeket. Ennek legegyszeriibb modja a
fékomponens elemzés, mely az E hibakomponens-matrixot elhanyagolja, és a redukalt

korrelaciés matrix helyett a mért valtozok korrelaciés matrixat hozza kapcsolatba a
faktoregyiitthatokkal. Mivel a valtozok szordsnégyzeteinek a kozos faktorokkal nem
értelmezhetd részét ebben az esetben elhanyagoljuk, igy a kapott fokomponensek nem a teljes
varianciat teszik ki. Mas modszerek az E hibakomponens-matrix figyelembe vételével,

optimalizacios feladat keretében jutnak megoldasra, ilyen pl. a maximum likelihood becslés
(Mori, 1999). Ha a ¥ matrixot ismeretlennek tételeztiik fel, akkor becslést kell veégezni ra. Ez

ugy torténik, hogy az R korrelacios matrix elemekkel kozelitd szamitast végziink a

kommunalitasokra, majd a ﬂz matrixbol kifejezzik a ¥ mennyiséget. Ennek modszereit

Horvai (2001) konyve részletezi.
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A k-adik faktor értelmezése az Lik faktoregyiitthat6 alapjan torténik. Minél nagyobb a fenti
egyiitthato értéke, annal szorosabban kapcsolddik a k-adik faktor az i-edik mért valtozohoz.
Egyszerii struktira (1-hez és 0-hoz kozeli faktoregyiitthatok) esetén a faktorok konnyen
értelmezheték. Abban az esetben, amikor azok fizikai tartalommal nem hozhatok kapcsolatba,
akkor lehetOségiink van Un. forgatasi médszereket alkalmazni, mellyel szemléletesebb
jelentésti faktorokka alakithatjuk at oket. Az ortogonalis rotaciés modszerek korrelalatlan
faktorokat eredményeznek. Példaul a varimax modszer célja, hogy minél tobb zérushoz kozeli
faktorsulyt allitson eld. Ekkor kialakul az egyszert struktara és azon valtozok szama kevés
lesz, melyhez sok faktor nagy sullyal kapcsolodik. Az eredeti valtozo ekkor egy vagy csak
Kisszamu faktorhoz kapcsolddik és mindegyik faktor kevés szamu valtozot reprezental. A
forgatasi modszereket Horvai (2001) konyvében szintén megtalaljuk.

Példa. Tekintsiink egy furasi geofizikai alkalmazast! A vizsgalt foldtani szerkezet egy
magyarorszagi szénhidrogén-kutat6furads agyagos homokkd rétegsora, melyben viztarold és
impermeabilis rétegek valtakoznak. A mérést az alabbi szondakkal végezték: CAL(inch)
lyukatmérd, CN(%) kompenzalt neutron, DEN(g/cm®) siirliség, AT(us/ft) akusztikus terjedési
id6, GR(API) természetes gamma, RD(ohmm) mély-, RMLL(ohmm) kis-(mikrolaterolog) és
RS(ohmm) sekélybehatolasu fajlagos ellenallas, SP(mV) természetes potencial. A szelvények
hossza 250m, a mintavételi tdvolsag 0.1m volt. Az X matrix i-edik sora az i-edik mélység-

pontban (objektum) mért 9-féle szelvényadatot (mért valtozokat vagy tulajdonsagokat)
tartalmazza. A mérési szelvényeket a 48. abran lathatjuk, melyek atlagos korrelacios
egylitthatoja 0.10. A faktorok szaméat 2-nek valasztottuk, mivel e két tényez6 magyarazta a
mért valtozok varianciajanak tobb mint 90%-at. A faktoranalizist MATLAB rendszerben
végeztiik el a factoran fiiggvény (maximum likelihood modszer) alkalmazasaval. A kapott
faktorsulyokat a 3. tablazatban, valamint a korrelalatlan faktorok szelvényeit (a faktoroknak
az egyes mélységpontokban el6allo értékeit) a 49. dbran lathatjuk.

3. tablazat
Szelvények | Faktor 1 Faktor 2

CAL 0.47 -0.14
CN 0.68 -0.37
DEN 0.36 0.59
AT 0.55 -0.58
GR 0.93 0.10
RD -0.46 0.85
RMLL 0.04 0.57
RS -0.18 0.98
SP -0.85 -0.15

A faktorok és a mért adatok szelvényeit Osszehasonlitva azt tapasztaltuk, hogy az elsé
faktor (FAKTOR 1) a kozettipussal all szoros kapcsolatban. A fenti tablazat meger6siti, hogy
az 1-es faktor sulyai a GR és SP (litologiai) szelvények esetén a legnagyobbak (Id. GR 0.93
ill. SP -0.85 faktoregyiitthatokat). A firasi adatokon végzett agyagtartalom szamitasi
eredményeket bevonva az 50. abran lathatd, hogy az els6 faktor erés (linearis) kapcsolatban
all a kézetrétegek agyagtartalmaval (VSH).
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A fékomponens elemzés nemcsak a faktoranalizis gyakorlati megvalositasa, hanem
onalléan alkalmazhat6 adatstruktura elemz6 modszer, mely az X tulajdonsagmatrix véltozoit
(tulajdonsag-vektorait) kevesebb szamu valtozova transzformalja. A fenti transzformacio
ortogonalis, ezért az 0j valtozok korrelalatlanok. Az 0j valtozokat fékomponenseknek
nevezziik, melyeket Ggy rendezziik sorba, hogy koziiliikk az elsé néhany az eredeti valtozok
varianciajanak ( X dsszes elemére szamitott szorasnégyzet) legnagyobb részét magyarazza.
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Faktor 1

50. dbra A mérési adatokbol Szamitott agyagtartalom és az elsé faktor kapcsolata

Fejezziik ki az NxM méretli X tulajdonsdg-matrixot az Nxr méretli T fékomponens

matrix és az M>r méretli P fékomponens egyiitthaté matrix transzponaltjanak a szorzataval,

ahol r<M a fékomponensek szamat jeloli

X=TP".

A fenti linearis egyenletrendszernek mindig létezik egyértelmii megoldasa, ahol a j-edik
fékomponenst a Tjj matrixelemek (T matrix j-edik oszlopa) adjdk meg (i=1,2,...,N). Legyen
pl. 8 objektumunk, 4 mért valtozonk és 2 fokomponensiink, ekkor a fenti egyenlet altalanos
matrixelemekkel felirva
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Lathato, hogy az X =1£T egyenlet szerkezete hasonlit a faktoranalizis modellegyenletére,

azzal a kiilonbséggel, hogy ebben az esetben a hibakomponens matrix zérus, ezért baloldalon
a k6z6s komponensek matrixa helyett a tulajdonsagmatrix all. Szorozzuk meg jobboldalrédl az

egyenletet P matrix-szal! Mivel a P matrix ortonormalt (Engl), ezért a fékomponens-

matrix konnyen képezhetd

-

= XP.

Az el6z0 példa esetén az eredményiil adodo linearis egyenletrendszer

Tll T12 Xll X12 Xl3 X14
T21 T22 X21 XZZ X23 X24
T31 T32 X31 X32 X33 x34 Pll P12
T41 T42 — X41 X42 X43 X44 P21 PZZ
T51 T52 X51 X52 X53 ><54 P31 P32
T61 T62 xGl X62 x63 x64 I:,41 I:>42
T71 T72 X71 X72 X73 x74
T81 T82 X81 X82 X83 X84

A f8komponensek tehat az eredeti (mért) valtozok linedris kombindcidi. A T matrix elsd

oszlopa megadja az els6 fékomponenst alkoto elemeket
Tll = Xllpll + X12P21 + X13P31 + X14P41
T21 = X21Pll + X22P21 + X23P3l + X24P4l
T81 = X81P11 + X82P21 + X83P31 + X84P41
mig a masodik oszlop a méasodik fokomponens elemeit tartalmazza
T12 = X11P12 + X12P22 + X13P32 + X14P42
T22 = X21P12 + X22P22 + X23P32 + X24P42

T82 = ><81|:)12 + X82P22 + X83P32 + X84P42

A fenti egyenletrendszer megolddséhoz sziikség van a Pjj fékomponens-egyiitthatok
értékeire. Centraljuk az X tulajdonsagmatrix elemeit (1d. 9. fejezet)! Ekkor X matrix j-edik
tulajdonsagvektora (j-edik oszlopa) elemeinek szamtani kdzepe zérus lesz (viszont az adatok
szérasa nem valtozik). A kiindulasi (mért) valtozok MxM méretli COV kovariancia métrixa

coV =X"X.

Bevezetés a geostatisztikaba




Hatarozzuk meg a COV matrix sajatvektorait és sajatértékeit a szimmetrikus matrixok
spektral-felbontasdnak modszerével
COV =ZAZ'

ahol Z a sajatvektorokat (oszlopaiban) tartalmazd M xr méretli matrix, A a sajétértékek »xr
méretii diagonalis matrixa. Mivel Z matrix ortonormalt ( Z'Z=1), ezért a kovariancia matrix

COV =Al, ahol A nagysagrendben tartalmazza a l1>/2>...24i>...2Ar>0 sajatértékeket. A

kovariancia matrix féatlobeli elemei a varianciak, innen jon az alapvetd 0sszefliggés

ol
A fentiek alapjan lathato, hogy a fékomponenseket a kovariancia matrix sajatértékeinek
nagysaga alapjan allitjuk sorrendbe. Elsé fékomponensnek azt az iranyt nevezziik, amely
mentén legnagyobb az eredeti valtozok szordsa. Ezt a legnagyobb sajatértékhez tartozo
sajatvektor irdnya jeloli ki. A masodik fékomponenst a masodik legnagyobb sajatértékhez
tartozd sajatvektor adja meg, ahol az els6 féirdnyra merdleges iranyok koziil legnagyobb a
szoras, €s igy tovabb. A fékomponens elemzés az eredeti objektumok koordinatait a
fokomponensek altal kifeszitett 0j koordinata-rendszerben adja meg, azaz a fétengelyek
iranyéaba forgatja az eredeti valtozokat.

Példa. Hatarozzuk meg tetszéleges X1 és Xz véltozok esetén a sajatértékeket, és abrazoltuk
a fékomponenseket! A feladatot MATLAB rendszerben a princomp és peacov fiiggvények
alkalmazasaval végezhetjiikk el. A 51. abra egy 1000 elemi véletlen minta fédkomponenseit
mutatja, ahol az elsé fokomponens az eredeti valtozok 74%-at, a masodik pedig azok 26%-at
magyarazzak (o1=11=4.8, 62=1,=1.5).

Fékomponens 2
o
T

Fékomponens 1

51. dbra Az X1 és x2 valtozok f6komponensei (1d. sotétkék egyenesek)
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11. Klaszterelemzés

Ebben a fejezetben a tobbvaltozos adatelemzés csoportositasi modszereirdl lesz szo. A
mérési adatok alkotta tér azon pontjait (objektumok), melyek egy jol definidlt szempont
szerint nézve hasonloak ugyanazon klaszterbe (csoport) sorolhatjuk. A csoportositas alapjat
egy adott metrika szerinti kozelség, azaz valamilyen tavolsagdefinicid képezi. Ez azt jelenti,
hogy ha két objektum tavolsaga kicsi, akkor hasonlonak tekintjikk, €s azonos csoportba
soroljuk ¢ket. Nagy tavolsag esetén az objektumok eltéréek, igy nem tartoznak bele
ugyanabba a csoportba. Megjegyezziik, hogy tul nagy tavolsag esetén figyelembe kell azt is
venniink, hogy a klaszterelemz6 eljarasok nem rezisztensek (kiugré adatokra érzékenyek), igy
pl. az eltéré nagysagrendii adatok torzithatjak a becslést. Emellett az X tulajdonsagmatrix

részhalmazokra valo bontasa soran teljesiilnie kell azoknak a feltételeknek, hogy minden elem
tartozzon bele egy csoportba, ill. egy elem csak egy csoportba tartozzon, valamint ne legyen
olyan csoport, amely nem tartalmaz egyetlen elemet sem.

Példa. Egy csoportositasi példat emlithetiink a mélyfurasi geofizika teriiletérl. Az 52.
abran az azonos mélységponthoz tartozé kompenzalt neutron- (CNL) és siriiség- (CDL)
szondaval mért adatokat egy Kkoordinata-rendszerben abrazoltuk. A neutron-porozitas -
slirliség crossplot egy nagyobb mélységintervallum (szénhidrogén-tarolé zona) adatait
abrazolja, ahol a kialakitott csoportok alapvetd kézettani informaciot szolgaltatnak. Az
adathalmaz elemeinek elhelyezkedése alapjan meg tudjuk mondani, hogy milyen koézetek
fordulnak el az adott mélységtartomanyban, azok milyen rétegtartalmiuak (van-e
szénhidrogén) és mekkora a porozitasuk (ld. a litologiai vonalakat a hézagtérfogat szerint
skalazva). Az abran a harmadik valtozé (GR) a természetes gamma intenzitas, mely iiledékes
rétegsorban az agyagtartalomra érzékeny mennyiség.
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52. dbra Neutron-siiriiség crossplot
(MOL Nyrt. jovoltabol)
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Tekintsiik a csoportok jellemz6 tulajdonsagait! A klaszterjellemzok koziil az atméré a
csoport két legtavolabbi elemének a tavolsagat adja meg. A silypontvektor a klaszter
kozéppontjahoz huzott helyvektor, mely a csoport helyét adja meg a térben. A sugar a csoport
stlypontja és legtavolabbi elemének a tavolsaga. A centroidot, azaz a K-adik csoport ck
stlypontjat a csoport elemeinek szamtani atlagaként értelmezziik

1 mZK (K)
Ck =—2.% ",
mK i=1

ahol mk a csoport elemszama. A csoportképzést az objektumoknak a valtozok szama altal
meghatarozott dimenzidju térben vald elhelyezkedése alapjan hajtjuk végre. Tobbvaltozos
probléma esetén a kiilonboz6 fizikai elv felhasznalasaval mért adatokat egyetlen vektorba

soroljuk. Legyen két objektumunk, melyet az n-dimenzids adattérben X =[X1,X2,... ,Xn]r és

V=[Y1,Y,...., Y, | vektorok képviselnek (n a méréberendezések szama). A két objektum

kozotti tavolsagot tobbféleképpen definialhatjuk. Példaul a Minkowski-tavolsag alatt a fenti két
vektor kiilonbségének az Lp-normajat értjiik (I1d. 3. fejezet)

Az Euklideszi-tavolsag ebben az esetben is a kiillonbségvektor Lo-normajaval (ld. 3. fejezet)
egyezik meg

d(x.9) =2 (x -y, ).

i=1

Az 53. abran lathato az Euklideszi-tavolsag geometriai jelentése, mely koordinata-
geometriab6l mindenki szamara ismert. Az Un. City-block (Manhattan) tavolsag ¢rtelmezését
ugyancsak tartalmazza az abra, mely két valtozo esetén a kiilonbségvektor Li-normajaként
szamithat6 (Id. 3. fejezet)

d(%,9) = Y}~ vi|
i=1

a
P Euklideszi tavolsag
i —
Gi d;=c
c
P, b  City-block tavolsag
(;i dij= a+b
a
g
ai E,!j

53. dbra Az Euklideszi és a City-block tavolsag értelmezése
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A fenti tavolsag definicioknal azt feltételeztiik, hogy a mért valtozok fliggetlenek egymastol.
Ha azok korrelaltak, akkor célszerii a Mahalanobis-tavolsagot alkalmazni

-y).

Xi

d(x,y) = /(x - y)' coV(

A fenti kifejezésben a kovariancia matrix (féatlojaban a szorasnégyzetekkel) inverze,
normalasi tényezoként jelenik meg. A normalast stlyozasként foghatjuk fel, mellyel az adatok
korrelaltsaganak hatasat kivanjuk csokkenteni. Abban az esetben, amikor a kovariancia-
matrix egységmatrix (a valtozok fliggetlenek), akkor a Mahalanobis-tavolsag az Euklideszi
tavolsagot adja vissza. A fenti tavolsag definici6 alkalmazasa akkor elényds, amikor a
valtozok nagysagrendje és dimenzidja kiilonb6z6. EKkor ui. a tavolsagok nem Gsszemérhetok.
A klaszterelemek paronkénti tavolsag értékeit egy m xm-es matrixba rendezhetjiik (ahol m az
objektumok teljes szama). Az igy kialakitott mennyiséget tavolsagmatrixnak nevezziik

melyben a dij elem megadja az i-edik és j-edik adatpont kozotti tavolsagot. A klaszterelemzés
soran arra toreksziink, hogy a csoporton beliili elemek kozott a tavolsag minimalis, de a
csoportok kozotti tavolsag maximalis legyen.

A klaszterelemz6 eljarasokat két csoportra osztjuk: hierarchikus és nem hierarchikus
eljarasokra. Az egymasba agyazott, Uin. hierarchikus klaszterezés elénye az, hogy nem kell
elére ismerniink a létrehozand6 klaszterek szamat. Hatranya az idGigényesség, ezért csak Kis
mintaelem szam esetén hasznaljuk Oket (ui. tarolni kell a tavolsagmatrix elemeit). A
hierarchikus agglomerativ eljaras esetén kezdetben az elemszammal megegyez6 szamu (m db

egyelemti) klaszteriink van. Elsd 1épésben kiszdmitjuk a D tdvolsagmatrixot, majd a két

egymashoz legkozelebb all6 klasztert egyesitjiik. Ez altal eggyel csokken a klaszterek szama.
Mivel a korabban egyesitett klaszterek egyiitt maradnak, ily moédon minden 1épésben eggyel
csokken a klaszterek szama. A tavolsagmatrixot is minden 1épésben Gjra kell szamitani. Az
eljaras végén egy klaszter marad, amely az Gsszes elemet tartalmazza (1d. 54. abra).

A csoportok egyesitése sordn kiilonb6z6 modon értelmezhetjilk a klaszterek kozotti
hasonlosagot. Nézziik az 55. abrat! Egyszerii lanc médszer (Simple Linkage) alkalmazasa
esetén a csoportok legkodzelebbi elemeinek a tavolsagat vizsgaljuk. Ezzel ellentétes a teljes
lanc médszer (Complete Linkage), mellyel a legtavolabbi elemek tavolsagat szamitjuk. A
csoportatlag médszernél (Average Linkage) a két csoport Osszes eleme kozotti tavolsagok
atlagat tekintjiik alapul. A stlypont médszernél (Centroid Linkage) a csoportok sulypontjainak
(centroidok) tavolsagat vizsgaljuk. Végiil a Ward-médszerrel (Ward Linkage) a csoporton
beliili (xi-Cq) eltérések négyzetdsszegét (szoéras) minimalizaljuk (ahol ¢y a g-edik csoport
stlypontja és i=1,2,...,mg).
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A hierarchikus klaszterez6 eljaras az adatelemeket egy jellegzetes fastrukturaba rendezi,
melyet dendrogramnak neveziink. Az 54. abran lathatd, hogy a fa minden bels6é aga megfelel
egy-egy klaszternek, melynek végein talalhatok az Osszetartozd csoportelemek. A fa az
elemek Osszetartozasat és egymashoz vald viszonyat (hierarchiajat) szemlélteti, viszont nem
alkalmas a csoportok térbeli elhelyezkedésének a szemléltetésére. A fastruktaran jol
kovethetdk a klaszterezés egyes lépései. A szdmitdsi példaknal a dendrogram vizszintes
tengelyén az adatok sorszama szerepel az Osszekapcsolddas sorrendjében, a fliggdleges
tengelyen pedig a centroidok (csoportkézpontok) kozotti tavolsag értékek vannak feltiintetve.

54. abra A hierarchikus klaszterezés sémdja és a dendrogram

55. dbra Klaszterek hasonlosagi definicioi
(a: egyszerii lanc, b: teljes lanc, c: csoportatlag, d: sulypont)

Bevezetés a geostatisztikaba




Példa. Hierarchikus klaszterezésre alkalmas MATLAB rendszerben a dendrogram
fiiggvény, mely megkivanja az adatok tavolsagat szamitd pdist és a fastruktirat a megadott
hasonlosagi definicid alapjan létrehoz6 linkage fiiggvény eldzetes hasznalatat. (Az dbrat maga
a dendrogram fliggvény hozza 1étre). Nézziink egy egyszerii példat! Egy 10 elemii véletlen
adatsort generaltunk (1d. 4. tablazat), melynek a csoportositasat négy kiilonb6z6 hasonlosagi
mérték alkalmazasaval is elvégeztik! A tavolsag szamitasanal a Mahalanobis-formulat
alkalmaztuk. Az 56. abran lathato, hogy el6szor a legkozelebbi elemek Osszevonasa tortént
meg (Id. 2-es és 9-es sorszamu elemek), majd késobb a tavoli elemparokat is 6sszevontuk. A
négy kiilonb6z6 modszerbdl harom ugyanazt a 1épéssorozatot hajtotta végre, mig a Ward-
modszer egy 1épésben eltért (1d. 1-7 és 6-8 elempar Osszevonasa).

4. tablazat
Adat sorszama | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Mért érték 6.811234|456|3.85]539]9.92|7.55(9.80|2.35]|5.29

Dendrogram (Mahalanobis-tavolsag, egyszerd lanc) Dendrogram (Mahalanobis-tavolsag, csoportatlag madszer)
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56. dbra Hierarchikus Klaszterezés eredménye 10 elemii véletlen minta esetén

Példa. A Kklaszterelemzés igen jol alkalmazhatd furasi geofizikai szelvényadatok
csoportositasara. A MATLAB rendszerben talalhato cluster fliggvény szamara meg kell
adnunk a maximalis (kialakitand6) klaszterszamot. Az eljaras ugy végez hierarchikus
csoportositast, hogy a fat elvagja ennél az eldirt klaszterszamnal, és az igy kialakitott
csoportositast tekinti végeredménynek. Az 57. abran egy négyréteges (konszolidalatlan)
agyag-homok szénhidrogén-tarold szerkezetben mért akusztikus terjedési id6 és természetes
gamma szelvények lathatok. A klaszteranalizis bemend (diszkrét) adatsoranak elemeit a
szelvényeken csillaggal jeloltik. Mivel a két szelvény csak gyengén korrelalt és nem
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tartalmaztak kiugr6é adatot, ezért az Euklideszi tavolsagot vettiik alapul. A maximalis
klaszterszamot négynek valasztottuk. A Ward-moddszeren alapuld csoportositas eredménye az
58. abran lathat6. A crossploton lathatd, hogy a kialakitott csoportoknak kézettani jelentése
van. Példaul a kék szinnel jeldlt klaszter elemei a homokhoz, a rozsaszinnel jeloltek az
agyaghoz tartoznak. A zold és piros csoportok adatait eltéré agyag-, ill. kozetliszt-tartalma
rétegekben mérték. Ezt az eredményt fel lehet hasznalni a furasi adatok kozetfizikai
értelmezése soran, mivel az egyes kézettipusokhoz jellemz6é mérési értékeket tudunk rendelni
(pl. homokrétegek esetén GR=40API, AT=100us/ft, valamint ,tiszta” agyagoknal
GR=110API, AT=96us/ft), mely fontos a priori informaciot jelent az inverz modellezés sordn
(Id. 12. fejezet).
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S57. abra A természetes gamma és akusztikus terjedési ido szelvény
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58. dbra Természetes gamma és akusztikus terjedési ido adatok csoportositasa

A klaszterez6 eljarasok masik csoportjat alkotdo particionaldo vagy mas néven
nemhierarchikus klaszterezési modszerek f6 jellemzdéje, hogy eldre meg kell adnunk a
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kialakitandé klaszterszamot. Az optimalis csoportszam megadasa céljabol szamitsuk ki az
Osszes elem hozza legkozelebb esd centroidtdl mért tdvolsdganak négyzetdsszegét. Az igy
kapott mennyiséget SSE-vel (Sum of Squared Error) jeloljik

SSE =iid2(ci,xj)

i=1 j=1

Az SSE a szorodas mérészama, mely a klaszterek szamanak novekedésével aszimptotikusan
csokken (Id. 59. abra). Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy az optimalis klaszterszamot ugy kell
megvalasztanunk, hogy az relative kis szam legyen és hozza kis SSE érték tartozzon.

10

SSE

0 5 10 15 20 3 30

Csoportok szama

59. dbra A pontok és centroidok ,, tavolsaganak’ valtozdsa a klaszterek szamaval

Az iteracios elven alapulé nemhierarchikus klaszterezési eljarasok gyorsak, viszont
meglehetdsen zajérzékenyek, és az eredményt nagymértékben befolyasolja a centroidok
kezdeti megadasa. Koziilikk a legelterjedtebb modszer a K-kézépponti klaszterezés. Valasszuk
ki a klaszterek szamat ¢s K szamu kezdd centroidot! Alakitsunk ki K szamu csoportot ugy,
hogy minden egyes elemet soroljunk a hozza legkdzelebb esé centroidhoz tartozo klaszterbe!
Szamoljuk ki az 0j klaszter kézéppontokat! A fenti 1épéseket stopkritérium teljesiiléséig
ismételjiik!

Példa. K-kdzeppontu klaszterezést végeztiink szintetikusan generalt adatok csoportositisa
céljabol. A 30 objektum alapjan az el6irt (maximalis) csoportszam 3 volt. Az eljaras ennek
megfelelden alakitotta ki a kezdeti klasztereket €s kiszamitotta a csoport-kozéppontokat! A
60. ¢és 61. abrat osszehasonlitva azt latjuk, hogy ugyanazt az adatrendszert 1ényegesen eltérd
moédon csoportositotta a K-kézéppontu klaszterezé eljaras. Elsé esetben, az elemeket
kezdetben egyenletesen osztottuk el, igy a centroidok kozépre estek (1d. 60. abra). Masodik
esetben viszont, az elsé csoport (7.5,4.3) piros ponttal jelolt eleme mintegy kiugrd adatot
képezve eltolta a kezdd centroidot (Id. 61. abra). Elsé esetben optimalis megoldast, a
masodikban rossz megoldast kaptunk (az 1. és 3. csoport elemeit Osszekeverte az eljaras).
Tudjuk, hogy az L2-norman alapul6 eljarasok a kiugro adatok jelenlétére igen érzékenyek, igy
az eredmény nem volt varatlan.
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12. A linearis inverz feladat megolddsa

A terepen gyakran el6fordul, hogy kozvetleniil nem mérheté valtozokrol szeretnénk
informdéciot szerezni (pl. viztelitettség, porozitds, szeizmikus hulldmterjedési sebesség). Ha
ezek a mennyiségek kapcsolatba hozhatok egyéb mérhet6 valtozokkal (pl. fajlagos ellenallas,
neutron belitésszam, szeizmikus futdsi id6), akkor azokbdl modunkban all leszarmaztatni
Oket. E feladat megoldasanak elsé 1épése a modellalkotas. A modell a vizsgalt objektumok
tulajdonsagait kvantitativ modon irja le, Ggy, hogy bizonyos tulajdonsagokat elhanyagol és a
lényeges vonasok megtartdsaval a valdsdgot egyszeriibb formédban kezeli. A modellt
koézetfizikai és geometriai paraméterek alkotjak, melyek egy-, két- vagy haromdimenzidsak
(1D, 2D, 3D) lehetnek. A dimenzidészamot a fiiggetlen geometriai valtozok szama hatarozza
meg. Manapsag mar négydimenzios modellekrdl is besz¢liink, ahol a negyedik valtozé az 1dé.
A 4D problémak adatait az id6ben ismételt (monitoring) mérések szolgaltatjak, melyek
gyakoriak pl. szénhidrogén-tarolok telitettségi viszonyainak felmérése soran (ennek az a célja,
hogy a kitermelés litemérdl vagy az esetleges kuthibakrol informécidhoz jussunk).

Kiindulasi allapot Klaszterezés utan (Euklideszi tévolsag)
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60. abra Megfeleléen megvalasztott kezdeti csoportkézpontok
Kiindulasi allapot Klaszterezés utan (Euklideszi tévolsag)
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61. dbra Nem megfeleloen megvalasztott kezdeti csoportkozpontok
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A modell paramétereinek meghatarozasa érdekében méréseket végziink a vizsgalt foldtani
objektumokon. Az adatok ¢és a modellparaméterek kapcsolatat leird 0Osszefiiggéseket
valaszfiuggvényeknek nevezziik. Ezek ismeretében, a direkt feladat (eléremodellezés)
keretében a modellen elvi adatokat szamithatunk. Mas esetben, amikor a mérési adatok
ismeretében becsiiljiik meg az (ismeretlen) modellparaméterek értékeit, akkor az inverz feladat
megoldasarol beszéliink. Az inverzidos eljards tehat olyan adatfeldolgozasi (értelmezési)
procedira, mely a mérések ismeretében hatarozza meg a foldtani objektumok lényeges
tulajdonsagait. Matematikai szempontbdl nézve az inverzid olyan optimalizacids eljaras, mely
a mért és szamitott adatok illesztésével allitja eld a foldtani valésagnak leginkabb megfeleld
(optimalis) modelit.

Az inverzi6s eljarés folyamatat a 62. dbra mutatja. Vegyiink a geofizikabol egy példat és
kovessiik az egyes lépéseket! Egy foldtani objektum (pl. érctest vagy akar egy iireg)
felkutatasa érdekében gravitacids méréseket végziink. A gravitdcios anomalia és a teriilet
elméletbdl levezetett Osszefliggések (valaszfiiggvények) alapjan a hatora elvi gravitacios
adatsort szamitunk. Az elvi és a mérési adatsor egyezését vizsgalva kideriil, hogy az altalunk
feltételezett modell mennyire felel meg a valésagnak. Amig rossz az elméleti és a mérési
adatok egyezése, addig a modellparamétereket (stirtiség értékeket) javitanunk kell. Ez minden
iteracios 1épésben a direkt feladat (Gjra) szamitasat igényli, mivel azzal allithatjuk elé az
aktudlis modellre vonatkozd elméleti adatsort. A fenti 1épéseket addig ismételjiik, mig egy
elére megadott kilépési feltétel (eléirt pontossag) nem teljesiil. Az inverz feladat
megoldasanak az utolsé 1épésben elfogadott modellt tekintjiik, melynek paraméterei (jelen
esetben a hatd helyzete, mélysége, kiterjedése, valamint a hatdé ¢és kornyezetének
stirliségkiilonbsége) alapjan feltérképezhetjiik a foldtani szerkezetet.

Mérési adatok,
Modellalkotas a priori

ismeretek

Elvi adatok A modell
szamitasa finomitasa

Mérési és elvi
adatok Ossze-
hasonlitasa

Elfogadhato az
egyezes?

Amodell
paraméterek
elfogadasa

62. abra Az inverzios eljaras folyamatabraja
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Az N szamu fiiggetlen adat és M szamu ismeretlen (modellparaméter) aranya alapjan az
inverz problémak négy tipusba sorolhatok. Nézziik a 63. abrat! Linearis regresszios feladat
esetén az ismeretlenek szama 2 (regresszidos egyenes meredeksége és ordinata-metszete).
Abban az esetben, amikor éppen 2 adat all rendelkezésiinkre (Id. 63a abra), akkor a feladat
egyértelmiien meghatarozott. Ekkor az adatok és ismeretlenck szama megegyezik (N=M), igy
az inverz probléma algebrai ton (egyértelmiien) megoldhat6. Amikor az adatszam nagyobb,
mint az ismeretlenek szama (N>M), akkor tdlhatarozott feladatrol beszéliink, melynek nincs
egyértelmii (csak kozelitd) megoldasa (1d. 63b 4bra). Altaldban ez a probléma jol kezelhetd,
mivel a mérési adatszam novelésével a becslés pontossaga (az adatokat terheld zaj mértékétol
figgden) novelhetd. Alulhatarozott probléma esetén kevesebb adatunk van, mint
ismeretleniink (N<M), és végtelen szamu egyenértékii (ekvivalens) megoldas lehetséges. A
megfeleld megoldds kivalasztasa a priori informacié (ismeret a foldtani objektumrol
egyenletben megfogalmazva) bevonasaval lehetséges. Példaul a 63c abran elézetesen eldirjuk,
hogy a megoldasnak egy origon atmend egyenesnek kell lennie. Ett6l az inverz probléma
egyértelmiilen meghatarozottd valik. Végiil a legnehezebben kezelhetd esetet a kevert
hatarozottsagl feladat képezi, mely részben talhatarozott, részben pedig alulhatarozott. A 63d
abran lathato, hogy egy tomografiai probléma objektumanak egyik cellajaban tobb sugar
(adat) is athalad, egy masikban pedig egyetlen egy sem. Ekkor m; ismeretlenre (modell
paraméter) nézve az inverz feladat talhatarozott, viszont my nézve alulhatarozott.

m) m2
€ d

63. dbra Az inverz feladat tipusai

Rendezziik az inverz feladat M szamu modell-paraméterét az m=[m,m,,....m, 1"

modellvektorba, az N szdmi mérési adatot pedig a d =[d,,d,,...,d, ]" adatvektorba! Az

adatok és a modellparaméterek kozotti kapcsolat felirhato

—

d=g(m)

mely altalanos esetben egy nemlinearis vektor-vektor fliggvény. A lineéris (linearizalt)
inverzids eljarasok a nemlinearis inverz feladatot linearis problémak sorozatara vezetik vissza.
Az iteracios eljaras keretében a modelltér egy megoldashoz kozeli pontjabol inditjuk az
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eljarast (melyet a priori informécidk alapjan hatdrozunk meg), majd a modellt az aldbbi
formula alapjan 1épésenként javitjuk

1= M, + M

ahol m, az Gn. kezdeti- (start, kés6bb az el6z6 1épésbeli) modell és dm a modellkorrekcid-

vektor. Alkalmazzunk Taylor-sorfejtést a startmodell kdrnyezetében és hanyagoljuk el a
magasabb rendl derivaltakat (linearizaljunk!). Ekkor a k-adik szamitott adat

S x|

i=1 m

d,(m) csmi ahol k=12,..,N.

Az egyenlet jobb oldaldnak elsé tagjat jeldljiik d.%-al, és vezessiik be az od, =d, —d ill.
G, = (69, /om, )mo jeloléseket! Az NxM méreti G matrixot érzékenységi- (Jacobi) matrixnak

nevezziik. Az érzékenységi matrix a (szamitott) adatok modellparaméterek szerinti parcialis
(gyakorlatban numerikus) derivaltjait tartalmazza

od, od, od,
om, om, omy,
od, od, od,
G= om, om, om,, |
od, ody ody,
om, om, omy,

Mivel a G matrix fliggetlen a modellkorrekcio-vektortol, ezért az adatok és az ismeretlenek
kapcsolata lineéris

5d = Gdm vagy d=Gm.

A fenti linearis egyenletrendszer megoldasaval a modell finomithato. Alapfeltevésiink, hogy a
mérési adatok mindig tartalmaznak valamilyen mértéki zajt, masrészt a modellezés
kovetkeztében elhanyagolva a foldtani  objektumok bizonyos (kevésbé 1ényeges)

tulajdonsagait, modellhiba is jelen van. Ez azt jelenti, hogy a mért és a szamitott adatok
eltérését jellemzo n. eltérés<(hiba) vektor

el d](-m)_d](-sz)
- N e d(m)_d(SZ) N
€=d-Gm azaz | Z|=| * . % |#0

N d(m) d(SZ)

nem lehet zérus. Az inverz feladatot az € eltérésvektor valamely norméajanak (ld. 3. fejezet)
minimalizalasaval oldjuk meg. A vektornorma, mint az optimalizacios feladat célfiiggvénye
egyetlen szamot (skalart) rendel az adatok kiilonbség-vektorahoz. Az alkalmazott norma
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tipusa alapjan kiilonféle inverziés mddszereket hozhatunk létre, melyek megvalasztasa fligg
az adatok eloszlasatol, a probléma hatarozottsagatol, a modell fizikai sajatsagaitol stb. Ebben
a tananyagban a tulhatarozott inverz probléma megoldasaval foglalkozunk, mivel a
gyakorlatban ez fordul elé a legtobbszor. A tobbi esetre vonatkozo megoldasi modszereket
példakkal illusztralva Dobroka (2001) egyetemi jegyzetében talaljuk.

A Gauss-féle legkisebb négyzetek médszere (Least SQuares method) az adatok Gauss-
eloszldsa esetén ad optimalis megoldast. Az optimalizacios feladat E-vel jeldlt célfiiggvényét,
az eltérésvektor Lo-norma négyzete (mért és szamitott adatok eltéréseinek négyzetdsszege)
képezi

Az inverz feladat megolddsa a OE/om, =0 (ahol g=1,2,...,M) széls6érték-feltételek

teljesiilése mellett
m=(e"¢)'c™d

ahol M az inverzids eljarassal becsiilt modeli(vektor)t jeloli. A fenti eredmény részletes
levezetése megtalalhato Menke (1984) konyvében. A tovabbiakban részletesen bemutatunk
két elméleti és egy gyakorlati példat az LSQ moddszer alkalmazasara.

Példa. Tételezziik fel, hogy egy adott teriileten a hdmérséklet-mélység kapcsolat linedris!
Végezziink hdmérséklet-méréseket egy furasban, majd hajtsunk végre linearis regressziot! A
regresszios modell (valaszegyenlet) ennek megfelelden

T(z2) =m,+m,z

ahol T(z) a z mélységben mért hdmérséklet adat, mi és mz a regresszios egyenes ordinata-
metszete és meredeksége (1d. 64. dbra)

m, Ti(m)

v
—

Zw

64. abra Homerséklet adatok linedris regresszioja
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A feladatot oldjuk meg LSQ inverzios eljarassal! Az ismeretlen modellparaméterck vektorat
két elem alkotja

mig az adatvektor N szdmu mérési adatot tartalmaz

ol
Il
o

TN
Az inverz feladat N>>2 esetben nagymértékben talhatarozott, ahol alkalmazhatjuk a legkisebb
négyzetek modszerét. A linearis adat-modell kapcsolat konnyen felirhato

T, 12z
- T 1z m
d=Gm azaz | % |=|" ? ( 1)
= Do m,
Ty 1z,

ahol a jobb oldali Nx2 méretli matrix megfelel G érzékenységi matrixnak. Képezzik az

alabbi matrixszorzatokat

1 z, N ZN:Z-
11..11)1 z s !
gg{“ Zj A b IR
152 """ =N Zi Zi2
T ZN:T'
QTa:(l 1.. 1) TF |5 i
= 2,2, .2y ) :
2T
r.) &

mellyel az inverz (ill. regressziés) feladat megoldasa

N

17N
N Zzi ZTu
i1

1
1

m = (QTEVETH azaz M=

N

>z , zT,

N
Zi
1 i i=1

Példa. A fenti feladatot terjessziik ki kétdimenzids esetre is! Jeloljék az x és y fiiggetlen
valtozok a mérések helyének koordinatait és d valamilyen fizikai valtozot! Tételezziik fel,
hogy a d mennyiség mind az X, mind pedig az y iranyban linearisan valtozik. A linearis
regresszio eredménye ebben az esetben egy sik (regresszios sik) lesz, melynek keressiik az

Bevezetés a geostatisztikaba




egyenletét (I1d. 65. abra). Oldjuk meg a linearis feladatot a d adatrendszer inverzidjaval! A
megoldast a legkisebb négyzetek modszerével keressiik. A regresszios sik egyenlete a
kovetkezd

dx,y)=m, + m,x+m,y

ahol az ismeretlen modellparaméterek vektora

=1
Il
NB HB

¢és az N szamua mérési adat vektora

d, 1 x5y
. 1 x !
d=Gm azaz % L 2 1 m,
: oo 3
dy 1 Xy Yy

crer

méretll (nagyszamu adat és ismeretlen) inverz problémak esetén is igy van. A matrixelemeket
altalaban a Ad/Am numerikus derivaltak szamitasaval szarmaztatjuk, ebben az egyszeri
esetben viszont nem sziikséges a derivélds, mivel G a koordinatakkal kozvetleniil felirhato.

* X

65. abra Ketdimenzios linearis regresszios feladat
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Felirva a megfeleld matrixszorzatokat
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az inverz feladat megoldasa
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Példa. A szeizmikus mérések nagymennyiségli informéaciot hordoznak a felszin alatti
régiok (teljes litoszférat beleértve) foldtani objektumairdl. Az asvanyi nyersanyag- ¢és
szénhidrogén-kutatason kiviill a modszer alkalmas a foldrengések kipattanasi helyének
meghatarozasara. Egy kisérleti terepi mérés eredményét mutatjuk be, ahol Ormos T. és Szabo
N.P. (2010) kisléptékben modellezte a foldrengéseket detektald obszervatoriumok mitkodését.
A szimuléci6 soran az obszervatoriumokat szeizmikus érzékeldkkel (geofon) helyettesitettiik,
melyek a ,rengés” altal keltett hullamokat detektaltak. A hullamok beérkezési ideje a
rezgéskeltés és a geofonok helyének fliiggvényében valtozik. A direkt feladat megoldasahoz
elegendd az ,,ut-id6-sebesség” Osszefliggés alkalmazasa az adott mérési elrendezés esetén. Az
idéadatok inverzios feldolgozasa lehetévé teszi, hogy a robbantas helyét kijeloljik. A kis
teriileten végzett kisérletnél ellendrizni lehetett a rezgéskeltés szamitott koordinatait, viszont a
foldgolyot atszeld foldrengések esetén ez nem lehetséges (ezért végziink inverziot).

A 66. abran lathato, hogy a vizsgalt teriiletet (amit tekinthetiink a Fold egy nagykiterjedésii
régidjanak) 2m-es 1épéskozzel 24db szeizmométerrel (jelképesen foldrengésvizsgalo
obszervatériummal) vettiik koriil. Az egyszerliség kedvéért a direkt hullam beérkezési idoket
vettilk alapul a feldolgozasnal. A teriilet érdekessége az volt, hogy nagyon laza talajon
mértiink, melynek hulldmterjedési sebessége ~250ms™ volt, ami kisebb, mint a hangsebesség
(=330ms™). A mérési adatokat abrazold szeizmogramon (ami a tavolsag fiiggvényében

abrazolja a beérkezési idoket) ezért nem az elsd, hanem a masodik beérkezéshez tartozo
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idoket jeloltik ki. A 67. abran piros ,,X” jelek mutatjak a kijelolt beérkezési idoket. Az
X0=6.6m, yo=6m helyen keltett rezgéshez tartozé adatrendszert az 5. tablazat tartalmazza. A
futédsi idok és geofon pozicidk kapcsolatat a 66. dbran feltiintetett képlet adja meg, mellyel az
i-edik geofon (xi, yi) koordinatai, a sebesség (V) és a regisztralas kezdetétdl fiiggd idéeltolodas
(to) ismeretében ki tudjuk szamitani a robbantas (Xo, Yo) koordinatait. Ez jelenti a direkt feladat
megoldasat. Ha minden geofonra elvégezziik ezt a szamitast, akkor 24db (elvi) idéadatot
kapunk, amit az inverzios eljarasban 6sszehasonlitunk a 24db mért idéadattal.

v v v v v v v
y
Y v
v \ v
v Rezgéskeltés helye! .
yo B i ; \
¥ (xi=x0)*+(i=¥0)* Y
v Cimert = % + o \\ v
\/ \ v
v v v v v \ v \/
1 ! 1 H N
0 X, X

66. dbra A szeizmikus mérés geometridja

Tévolség [m]
o 1 2 3 4 5 ] 7 3 9 10 " 12

100

200

1d& [ms]

300

400

67. dbra Az Xo=6.6m, Yo=6m helyen keltett rezgéshez tartozo szeizmogram
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Fogalmazzuk meg a fenti inverz feladatot! Az adatvektorban tarolt 24db mért beérkezési
id6adat ismeretében

d=[t,t,,....,t,,]"
becslést végziink az alabbi modellvektor elemeire

m:[Xano’V’to]T-

5. tablazat
Geofon | x(m) y(m) t(ms)
1 0 0 141.5
2 2 0 136.4
3 4 0 132.5
4 6 0 128.5
5 8 0 128.5
6 10 0 131.9
7 12 0 136.4
8 12 2 130.2
9 12 4 127.4
10 12 6 125.1
11 12 8 129.1
12 12 10 133.0
13 12 12 138.1
14 10 12 133.6
15 8 12 130.8
16 6 12 129.1
17 4 12 130.2
18 2 12 1325
19 0 12 137.6
20 0 10 135.3
21 0 8 131.3
22 0 6 130.8
23 0 4 133.0
24 0 2 138.1

Az inverz probléma nagymértékben tulhatarozott volt, mivel 24 adatbol négy modell-
paramétert kellett meghatarozni. Az LSQ eljaras kezdeti modelljét Xo=1m, yo=5m, v=200ms™,
to=300ms paraméterekkel adtuk meg. Az inverzids eljaras a szamitogépes futtatds soran
numerikusan stabilnak bizonyult, és az adatokat terheld zaj ellenére is pontos (Id. 7. tablazat)
megoldast adott: X0=6.59m, y0=6.03m, v=253ms?, to=105ms (I1d. 68. abra). A modszer
megbizhatosagat az is alatamasztja, hogy azokban az esetekben, amikor a geofonokkal
korbevett teriileten kiviil ,,rengettilk meg a Foldet”, akkor is visszakaptuk a helyes (negativ
elgjelll) koordinatakat. Ez a szimul4cio nyilvan sok kozelitést tartalmaz, hiszen a valésagban a
hullamok sugarttjai gorbiiltek, a Fold sebességeloszlasa sem homogén, sem pedig izotrop, és
a Descartes-féle koordinata-rendszert is ritkan alkalmazzak az efféle feladatok megoldasanal.
Az inverz probléma is sokkal dsszetettebb, mivel tobb adat és ismeretlen képezi, valamint az
adatok Gausstol eltéré eloszlasa és a kiugré adatok jelenléte miatt robusztus és numerikusan
stabilabb (regularizalt) inverziés modszerek sziikségesek.
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A robusztussag felé vezetd Ut elsd 1épését a sulyozott inverzidos modszerek bevezetése

jelentette. Ismeretes, hogy az inverzidba bevont adatok pontossaga (megbizhatosaga) eltéro.
Ha eldzetes informacidval rendelkeziink az (egyedi) adatok megbizhatésagarol, akkor azt
érdemes figyelembe venni az inverz feladat megoldasa sordn. A jobb megoldas érdekében a
megbizhatobb adatoknak nagyobb, mig a kevésbé megbizhatd adatoknak kisebb sulyt adunk.
Konstrualjunk egy olyan NxN-es matrixot, melynek foéatlojaban az egyes adatok hibajanak

megfeleld sulyok szerepeljenek! Az igy kialakitott ﬂ(d) mennyiséget adattérbeli

stlymatrixnak nevezziik, mely korrelalatlan adatok esetén diagonalis (féatlon kiviili elemei

zérusok) matrix. A legegyszeriibben képzett stlymatrix az, amikor azt mondjuk, hogy pl. a

masodik adat kétszer megbizhatobb a tobbinél

100 0
020 0
w9=l0 0 1 - 0|
Pl 0
000 0 1

Ha ismerjiikk az egyes adatok eloszlasat, akkor azok

hibajellemzdit is bevonhatjuk a

stlyozasba (emlékezziink a 19. abrara, ahol a slrliségfliggvény skéalaparamétere és a
megbizhatosag kozotti forditott aranyossagot szemléltettiik). Példaul, ha az egyes adatok
Gauss eloszlast kovetnek, akkor az adatok szorasanak ismeretében a sulymatrix
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68. dbra Az inverzios eljardssal meghatarozott koordinatdk
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Az inverzios eljards soran sulyozhatunk a szamitott és mért adatok eltérésétdl fiiggd
mértékben is. Ezt a technikat iterativan Gjrasilyozasnak nevezziik, mely a legkisebb négyzetek
modszere esetén az IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares) nevet viseli. Az
§=d™_d® eltérésvektor Li-normajaval képzett sulyok alkalmazasaval rezisztens becslést
valosithatunk meg (1d. 45. abra). Ezt a legkisebb abszoliit eltérések modszerének (Least
Absolute Deviations method) nevezziik, melynek stlymatrixa

e 0 0

W 0 |ez|‘1 .0

= : S
0 0o .. |eN|7l

A sulyozott legkisebb négyzetek modszerén (Weighted Least SQuares method) alapulo
inverzios eljaras az alabbi célfliggvényt minimalizélja

®=8"W9% = min
mely a kovetkezé megoldasra vezet (Menke, 1984)
i=(e" W) 6 W

Vegyiik észre, hogy ﬂ(d) =1 esetén (ahol | az egységmatrix, ¢és azt fejezi ki, hogy az adatok

korrelalatlanok és egyforma megbizhatosaguak) a modszer a Gauss-féle legkisebb négyzetek
modszerének megoldasat adja vissza.

Feladat. Végezziink gyors ellen6rzést arra, hogy a fenti egyenlet jobb oldalan a matrixok
és vektorok sorrendje helyes!

(Mx21)=((Mx N)NxN)NxM))MxN)NxN)Nx1)
(Mx1)=(MxM)YMx1)
(Mx1)=(Mx1).

A fenti modszer esetén kizardlag az adatok sulyozasaval javitottuk az inverz feladat
megoldasat. Léteznek azonban olyan inverzids eljarasok is, ahol magukat a modell-
paramétereket sulyozzuk (s6t a két modszer a kevert hatarozottsagu inverz feladatok
megoldasa esetén Ossze is vonhatd). E technikdval kiemelhetiink vagy elnyomhatunk
bizonyos paramétereket, vagy akar bizonyos paraméter-tartomanyokat teljesen kizarhatunk a
megoldasbol. Ezt a modszert ,kényszeritett” (constrained) inverzionak nevezziik, mely
elsésorban alulhatarozott feladatok (pl. haromdimenzids gravitaciés vagy magneses adatok
félteret, ahol az ismeretlen kozetfizikai paraméterek értékét egyenként kell meghatarozni)
megoldasanal alkalmazzuk. Ilyen esetet képez, amikor az ismert paraméterekkel megadott
(referencia) modell felé ,.tereljiik”, vagy egy eloirt tartomanyba kényszeritjiik a megoldast.
Gyakran pedig a szomszédos modellparaméterek ,,egyenetlenségeinek” eltiintetése érdekében
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simitjuk a megoldast. Az MXM méretii modelltérbeli silymatrixot pl. ugy konstrualhatjuk
meg, hogy az a modellparaméterek els6 derivaltjat eldird operator legyen

-1100---0

W(m)_ 0 _1 1 0"' 0

00 0-11
A w(m) sulymatrix-szal képzett rﬁTﬂ(m)ﬁ] szorzat (a modellparaméterek numerikus

derivaltjainak) minimalizalasa eléri, hogy a szomszédos geometriaja helyeken (pl. rétegekben
vagy cellakban) értelmezett modellparaméter értékek nem térnek el egymastol irrealis
mértékben, igy az inverzioval becsiilt modellparaméterek térbeli eloszlasa (itt a hely-
koordinatak szerinti eloszléast értjiik) megfelelden sima lesz. Az alulhatdrozott problémat a
Lagrange-féle multiplikatorok modszerével oldhatjuk meg

Q=m"W™m+ 1T = min

ahol 1 az eltérésvektor elemeihez tartozd (azzal megegyezé méretit) multiplikatorok vektora.
A minimalizalas eredményeként el6allo becsiilt modell Dobroka (2001) alapjan

1.

m = W(m)_lgT Ew(m)_lg-r) d.

Feladat. Végezziink gyors ellenérzést arra, hogy a fenti egyenletben a matrixok és
vektorok sorrendje megfeleld!

(Mx1)=(MxMYMxN)(NxMYMxM)Mx N)YNx1)
(Mx1)=(MxN)NxN)Nx1)
(Mx1)=(Mx1).

Példa. A furas soran harantolt rétegek kozetfizikai paramétereinek meghatarozasa
hagyoméanyosan mélyfurasi geofizikai szelvényadatok mélységpontonkénti inverzidjaval
valosithatd meg. TOobb asvanyt tartalmazod kézetmodell esetén az ismeretlen kézetfizikai
mennyiségek modellvektora

i =[POR,SX0,SW, VSH, VMA,T’

melyben a porozitas (POR), a kisepert- (SX0) és az érintetlen zona (SW) viztelitettsége, az
agyagtartalom (VSH), valamint az n szamu asvanybol (pl. kvarc, kalcit, dolomit stb.) felépiil6
kézetmatrix részaranyok (VMAi) térfogatjellemz6 mennyiségek. A fenti koézetfizikai
paraméterek kozvetleniil nem mérheték, ezért meghatarozasuk mas fizikai mennyiségeket

mérd szondak adatainak egylittes inverzidjaval torténik. Az inverz feladat d adatvektoranak
tipikus elemeit a 6. tdblazat mutatja, ahol a litologiai megjelolésti szelvények elsdsorban a
kdzettipusra, a porozitds-kovetok a porozitasra, €s a szaturacios szelvények a (viz-, gaz- és
olaj-) telitettségi viszonyokra érzékenyek. A mélyfurasi geofizikai mérések rendszerint
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bonyolult mérési koriilmények (szabalytalan lyukgeometria, iszappal torténd eldrasztas,
szondak eltéré behatolasi mélysége és vertikalis felbontoképessége, nagy nyomds és magas
hémérséklet, vertikdlisan ¢és horizontdlisan inhomogén kdzeg, anizotropia stb.) kozott
torténnek. A mérési hibakat laza rétegekben altalaban a kavernasodas vagy az iszaplepény
kialakuldsa, tovabba az elektronika (statisztikus ingadozas, ciklusugras stb.) okozza. Ezért
elészor a mért szelvényeket a szonda kornyezetének kiilonb6zé hatasaira korrigalni kell.
Azonban az adatkorrekciok is egyfajta hibaforrasnak foghatok fel. A mérések szondahossztol
fliggben kiilonb6z6 behatolastak, igy az egyiittes kiértékelés céljabol néha a nagy
felbontoképességii szelvényeket simitjuk. Az olajiparban alkalmazott mélyfurasi geofizikai
szelvényezési modszerekrdl Kiss és Ferenczy (1993) jegyzetében bévebben olvashatunk.

6. tablazat
Szelvények Elnevezés Tipus Mértékegység
GR természetes gamma litologiai API
K kalium (spektralis) gamma litologiai %
U uran (spektralis) gamma litologiai ppm
TH torium (spektralis) gamma litologiai ppm
SP természetes potencial litologiai mV
CN kompenzalt neutron porozitas-kovetd %
DEN stirliség (gamma-gamma) porozitas-kovetd g/cm?®
AT akusztikus terjedési id6 porozitas-kovetd ps/m
RMLL mikrolaterolog szaturacios ohmm
RS sekélybehatolasu fajlagos ellenallas szaturacios ohmm
RD mélybehatolast fajlagos ellenallés szaturacios ohmm

A mélyfarasi geofizikai inverz feladat kismértékben tulhatarozott, mivel az alkalmazott
szondak szdma alig tobb az ismeretlenek szdmandl. Az inverzios kiértékelés kezdetén a
mérési adatrendszer és elOzetes ismereteink alapjan megbecsiiljik a modellparaméterek
kezdeti értékét. A feladat jellegzetessége, hogy altalaban elegendé a priori ismeret (pl.
faromagok laboratoriumi vizsgalati eredményei, crossplot-ok, kozeli furasok mélyfurasi
geofizikai szelvényei, felszini geofizikai mérések és egyéb geologiai ismeretek) all
rendelkezésiinkre a megfeleld modellalkotashoz, igy a linearis inverzids technika jol
alkalmazhat6. Az adatok és modellparaméterek kozotti kapcsolat altalanos esetben
nemlinedris, tovabbd a rendelkezésre 4ll6 valaszfliggvények empirikusak. A megfeleld
egyenlet kivalasztasa az aktualis foldtani felépitéstdl, a telep mélységétdl, koratol,
kozettipustol, rétegtartalmatol, kompakciojatol fiigg. Az elméleti valaszfiiggvények fiiggetlen
valtozoit a térfogatjellemzé kozetfizikai és egyéb zondlis (a tulhatarozottsdg fenntartdsa
érdekében nagyobb mélységintervallumban konstansként kezelt) paraméterek képezik. A k-
adik elvi adat altalanos valaszfliggvénye

dk :gk(m'ckl""'CkH)

ahol C mennyiségek a kdzet texturalis és egyéb tulajdonsagaitol fiiggd konstansok, melyek
értékét labor- és szelvény informaciok, ill. a szakirodalomban talalhatd javaslatok alapjan
valaszthatjuk meg. Az adatok kiértékelése soran eléfordulnak olyan mennyiségek is, melyek a
valaszegyenletekben kozvetleniil nem jelennek meg, azonban meghatdrozasuk alapvetden
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sziikséges (pl. a szénhidrogén-készlet becslése szempontjabol). A kitermelhet6- és maradék
szénhidrogén-telitettséget, valamint az ateresztOképességet az inverzidos eredményekbdl
determinisztikus médon hatarozzuk meg. A direkt feladat megoldasa soran bizonyos alapvetd
fizikai feltételeknek is teljesiilniiik kell, pl.: 0<sPOR<l, 0<VSH<l, 0<SW<l, 0s<SX0<1,
0<VMAi<l. Ezen kiviil a kézetfizikai paraméterekre tovabbi tapasztalati kikotések is tehetok,
pl. tormelékes iiledékes kozetek esetén a 0<POR<0.47, 0.15<SW<1.0, 0.50<SX0<1.0
relaciokat figyelték meg. Ezen kiviil az ismeretlenek kozotti regresszids vizsgalatok
eredményei alapjan egyéb jarulékos feltételeket is szabhatunk (pl. a kisepert zéna és az
érintetlen zoéna viztelitettségének nemlinearis kapcsolatat leird helyi Gsszefliggés). Végiil a
kézetkomponensek fajlagos térfogatdsszegére vonatkozo alapvetd torvényt (anyagmérleg
egyenlet) is figyelembe kell vennilink, mely abban az esetben, amikor a kdzetet harom
alkotorészre (porustér, kézetmatrix és agyag) bontjuk a kovetkezo

POR+VSH + ) VMA, =1.

i=1

A mélyfurasi geofizikai inverz feladatot mélységpontonként végrehajtott, egymastol fiiggetlen
inverziés eljarasok sorozatival oldjuk meg. Tehat, az egyes mélységpontokban
meghatarozzuk a koézetfizikai paraméterek értékét, majd ezutan a kapott eredményeket
interpolaljuk, és szelvények forméjaban jelenitjiik meg. Mivel az egyes szelvénytipusok eltérd
dimenzidjuak ¢és mas-mas nagysagrendbe esnek, ezért a silyozott legkisebb négyzetek
modszerét (WLSQ) alkalmazzuk. Ennek megfelel6en az inverz feladat célfiiggvénye

(m) _ q(s2)\?
(—d" d j =min

Gy

N
D=
k=

1

ahol d™ és d a pontbeli k-adik mérési és szamitott adat, ox a k-adik szelvénytipus szorasa,

mellyel a megoldas

0 o2 0 - 0 0
m:(ETﬂ(dE)ilETﬂ(d)a ahol W = 0 0 G.[f O 0
0 0 0O --- 0 G;QZD

A 69. abra egy olajipari példat mutat be a mélységpontonkénti inverzio alkalmazasara. A
mélyfarasi geofizikai adatrendszerek bdséges ,,in-situ” és ,,nagyfelbontasu” informaciot
hordoznak a felszin alatti objektumokrol. A miszerfejlesztés és szamitogépes kapacitas, ill. az
elméleti tudds rohamos fejléddésével ujabb és Gjabb inverzids modszerek sziiletnek. A téma
egyeb teriiletei irant érdekloddknek ajanljuk Dobroka (2001) jegyzetét és Szabo (2004)
doktori értekezését, valamint az SPWLA (Society of Petrophysicist and Well Log Analyst)
kiadasaban kéthavonta megjelend Petrophysics nevii folyoirat tanulmanyozasat.
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13. A becslés pontossdgdnak és megbizhatosdgdanak
jellemzése

A becslési eredmények mindsitésének (mindség-ellendrzésének) elmélete kiemelt jelen-
tdséggel bir a gyakorlatban. A most bemutatand6 témateriilet szervesen kapcsolddik az el6z6
fejezetben megismert linearis inverziés modszerek elméletéhez. Ebben a fejezetben az
inverzids eredmények pontossagaval (becslési hiba szamitasa), az adatok bizonytalansaganak
az eredmények pontossagara gyakorolt hatasaval (adattérbeli hiba megadasa), valamint az
inverzioval becsiilt modell megbizhatdésaganak jellemzésével (korrelacios egyiitthatok
szamitasa) foglalkozunk.

A mérési adatokat terheld zaj az inverzié soran (az adat-modell kapcsolat linearis
egyenletrendszerén keresztiil) attranszformalodik a modelltérbe. Ennek eredményeképpen az
inverzioval becsiilt modellparaméterek a bemend hiba nagysagaval aranyos mértékben
lesznek pontosak és megbizhatoak. Emellett a modellezés, mely a valésagot nem irja le teljes
részletességében (bizonyos tulajdonsagokat elhanyagolunk), ugyancsak hibaforrasként
foghat6 fel, mely kozelitd valaszfiiggvényeken keresztiil a szamitott adatokat terheli az
inverzios eljaras soran. E két egymastol fiiggetlen hibamennyiség Osszege alkotja a og-vel
jelolt adathibat, mely az inverzids eljaras bemend hibajellemz6 mennyisége.
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69. dbra Mélyfurasi geofizikai adatok inverzioja
(MOL NYrt. jovoltabol)

Példa. Egyenaramu elektromos modszerekkel a felszin alatti objektumok p(ohmm)
fajlagos ellenallasat lehet meghatarozni. Mivel az egyes kézetek fajlagos ellenallasa igen
eltérd lehet (nagy értéktartomanyt fog at), ezért a vizes rétegek, olajszennyezddések, ércek és
egyeéb inhomogenitasok altalaban jol elkiilonithetok a kornyezetiiktol. A mérési eszkozt két

Bevezetés a geostatisztikdba




aram- (A és B), két potencial-elektroda (M és N), a kabelek és az elektronika képezi. Az A-B
elektrodaparon egyenaramot taplalunk a talajba, majd az M-N elektrodak kozott fellépd
potencidlkiilonbséget regisztralva a felszin alatti szerkezetek fajlagos ellenallasaval aranyos
mennyiséget kapunk. A mérést tobbféle elektroda-elrendezésben is elvégezhetjiik, melyek
eltérd érzékenységgel reagalnak a foldtani szerkezet paramétereire. A jelen példaban szerepld
Wenner-elrendezés jellemzo6je, hogy a négy elektroda kozotti tavolsdg azonos, melyek
egylittes megvaltoztatasaval szabalyozhatjuk a behatoldsi mélységet (az elektroda-tavolsag
novelésével nd a behatolas). A 70. abran egy gyakran alkalmazott kétdimenzids leképezést
megvalosito mérési eljarast, a rétegszelvényezést latjuk. Az abran az egyes allomasokhoz
tartozo referencia mélységeket az 1,2,3... jeli pontok mutatjak. E pontokban 1évé adatokat
interpolalva allithatjuk el6 a fajlagos ellenallas szelvényt.
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70. abra Rétegszelvényezés Wenner-elrendezés esetén

Az elektromos adatokat terhelé hiba megfigyelése céljabol Ormos Tamas (Miskolci Egyetem
Geofizikai Tanszék) ismételt méréseket végzett Emodd kozségben. Wenner-elrendezést
alkalmazva mindegyik allomason 6t alkalommal mért, majd kiszamitotta a kapott fajlagos
ellenallas adatok szamtani atlagat és empirikus szorasat. A fajlagos ellenallas atlagértékek
szelvényét és a hibaszelvényt a 71-72. abrak mutatjak. Az utdbbin lathatd, hogy az adathiba
nagysaga atlagosan a mért értékek 2%-a. Az x=9m és z=5m koordinatakkal jellemzett pontok
kornyezetében megndvekedett hiba annak az eredménye, hogy a mérés soran ezen a helyen
gyengébb volt a jel/zaj viszony.

A linearis (linearizalt) inverzio elméletében lehetdség van a becsiilt modellparaméterek
hibajanak és megbizhatosaganak mennyiségi jellemzésére. A modellparaméterek és adatok
kapcsolatat az M>N méretli M altalanositott inverz matrix adja meg

i =Md + .
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EM1AW1 Wenner szelvény
Rhoa (ohmm)

Szelvénymenti tavolsag [m]
00 5 10 15 20 25 30
-2
44
-64
-8
104

71. dabra Latszolagos fajlagos ellendllas atlagérték szelvény (Emaod, 1995)
(Dr. Ormos Tamas jovoltabol)

Mélység (m)

EM1AW1 Wenner szelvény
Szigma (%)
Szelvénymenti tavolsag [m]
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72. dabra Latszolagos fajlagos ellendllds hiba szelvény (Emaod, 1995)
(Dr. Ormos Tamads jovoltabol)

Legyen =0, ekkor az adat-modell kapcsolat linearis. Példaul a Gauss-féle legkisebb
négyzetek modszere esetén az altalanositott inverz a kovetkezo

M=(c"e)’c" mivel m=(c"c)'c"d=Mmd

Linearis kapcsolatot feltételezve a modellparaméter-vektor elemeinek atlagértékével
(feliilvonassal jelolve) egyiitt is fennall a fenti Gsszefiiggés

m=M(d-d)
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amely az i-edik és j-edik modell-paraméterrel indexhelyes alakban (ahol i=1,2,....M ¢és
=1,2,...M) a kovetkez6

N _ _
mi—misz;Mik(dk—dk) és m—m,=>M,(d -d)

Képezziik az i-edik és j-edik modellparaméter kovarianciajat

COV(mi,mj):(mi _mi)(mj _mj): ZMiijl(dk —ak)(du _al)

N N
k=1 I=1

Mivel a k-adik és I-edik adat kovariancija

COV(dk,d|)= (dk _akxdl - dl)
ezért az alapegyenlet

COV(mi,mj)zzN:ZN:MikCOV(dk,d,)Mj,

melynek matrixokkal felirt alakja
cov/(m)=Mcov/(dm’

ahol az MxM méreti COV(M) matrixot a modellparaméterek kovariancia matrixanak

(roviden modell-kovariancia), és az N xN méretli COV(a)-t az adatok kovariancia matrixanak

(roviden adat-kovariancia) nevezziikk. A fenti Osszefiiggés kimondja, hogy az inverzids

eljarasba bemend adatok
Gy = ‘/COVidk,dk )

hibgjanak (ebben az esetben nem a teljes adatrendszerre szamitott hibarél beszéliink, hanem
az adatok egyedi hibajar6l van szo) ismeretében meghatarozhatok az inverzioval eléallitott
modellparaméterek becslési hibaja

G, =.,/COV(m,m,).

m; —_—

A fenti 0sszefiiggésnek fontos gyakorlati jelentdsége van, mivel a becslési hibak megadasan
keresztiil tudjuk az inverzios eljaras pontossagat jellemezni. A fenti modszer azt feltételezi,
hogy az adatok és a modellparaméterek egyarant Gauss-eloszlast kovetnek. Tudjuk, hogy
ebben az esetben a legkisebb négyzetek moddszere szolgéltatja az optimalis becslési
eredményeket. Ha az adatok korrelalatlanok és azonos szorasuak (oq), akkor az LSQ modszer
alkalmazasakor a modell-kovariancia szamitasa egyszertibbé valik

cov(m) - ~ci(e"s) " 7e) s ].
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Alkalmazzuk az @ET )T =BA algebrai azonossagot, mely az A= (ng)_l ées B=G

helyettesitéssel eléallitja a modell-kovariancia matrixot

cov(m)=s3(e7c) 'e"cle’e) = silee)"

Az inverzidval becsiilt modellparaméterek megbizhatésagat a modellparaméterek R(m)

korrelacios matrixanak (ld. 6. fejezet) egyiitthatoi segitségével jellemezziik

covim., m.
r(mi,mj)z(—").
GmiGm

]

A korrelaciés matrixot egyetlen 0<S</ értéktartomanyba esd skaldrral, az in. korrelacios
atlaggal is megadhatjuk

ahol ¢ a Kronecker-delta szimbolumot jeloli (mely i=j esetén 1, egyébként 0). Az alacsony
korrelacios egyiitthatok (r<0.4) megbizhatd megoldast jelentenek, mivel ekkor a modell-
paraméterek fiiggetlenck vagy csak kismértékben korrelalnak, igy azok egyedileg (egymastol
fliggetlentil) meghatarozhatok. Az erds korrelacios kapcsolat nem kedvezd, ui. a csatolt
paraméterek az inverzios eljards kozben nem tudnak egymastol fiiggetleniil valtozni, igy nem
az optimumban stabilizalodik az inverzids eljaras. Er6s kapcsolat esetén a modell-
paramétereket nem tudjuk onallban meghatarozni, esetleg azok valamely kombinacidjat (pl.
csatoltak). Ennek az a kovetkezménye, hogy ugyanahhoz a mérési adatsorhoz végtelen szamu
modell tartozhat. E tébbértelmiiségi (ekvivalencia) probléma kovetkeztében a becsiilt modell
megbizhatatlan lesz. Az ekvivalenciat mas (linearis vagy globalis, 1d. 14. fejezet) inverzids
modszer alkalmazasaval sem tudjuk feloldani, az a probléma fizikai sajatossdga. Egy
megoldasi alternativa az, ha kikotéseket (Gjabb fluggetlen egyenleteket vonunk be az
eljarasba) tesziink a meghatdrozandd modellre. Ezaltal egyértelmiivé tehetjiik az inverz
problémat. Ennek a sikeressége nagymértékben fiigg az eldzetes (a priori) ismeretek
megbizhatésagatol. A masik lehetdség az uUn. egyittes inverzié6 alkalmazasa, melynek
keretében ugyanazon foldtani szerkezeten kiilonbozd fizikai elven mért adatrendszereket
egyetlen inverzios eljarasban dolgozunk fel. Ennek az egyedi inverzids eljarasokkal (ahol
egyfajta adatrendszert invertalunk) szembeni elénye az, hogy pontosabb és megbizhatobb
eredményt kapunk. Az 01j adatrendszerek bevonasa révén ugyanis 01j informaciot visziink be az
inverzios eljarasba, melynek ekvivalencia feloldo hatasa van.

Feladat. Egy talhatarozott inverz probléma esetén 6t adat birtokaban harom ismeretlent
hataroztunk meg. Irjuk fel az adatok kovariancia matrixat korreldlt és korrelalatlan adatok
esetén! Adjuk meg a modellparaméterek kovariancia-matrixat korrelalt ¢és fiiggetlen
paraméterek esetén! Az inverzioval becsiilt modellparaméterek korrelacids matrixat is irjuk
fel korrelalatlan és korrelalt esetben!
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Fiiggetlen adatok és modellparaméterek esetén az adat- és modell-kovariancia matrix
kovariancia matrix féatlon kiviili elemei (az ,,egyiittvaltozas” mértékétdl fliggden) zérustol
kiilonbozoek. A modellparaméterek korrelacios matrixa négyzetes (MxM méretil), mely
korrelalatlan esetben megegyezik az egységmatrix-szal. A feladatban mindegyik matrix
szimmetrikus.

1. korrelalatlan esetben

2 0 0 0 0
0 o2 0 0 0
covd=| 0 0 & 0 0
~ Jo o0 0 & o0
0 0 0 0 o
anl 0 0
cov(m)=| 0 o O
- 0 0 o
100
R(m)=1=(0 1 0}
00 1

2. korrelalt esetben

Gi cov(d,,d,) cov(d,,d;) cov(d,,d,) cov(d,,d,)
) cov(d,,d,) 032 cov(,,d,;) cov(d,,d,) cov(d,,d)
cov(d)=| cov(d,d,) cov(dyd;) 0% cov(dyd,) cov(ds,ds)
covd,,d,) covd,,d,) cov(d,,d,) 054 cov(d,,d;)
cov(d,,d,) cov(d,,d,) cov(d,d,) cov(d,d,) cjs

O, cov(m,,m,) cov(m,,m,)
@(m): cov(m,,m,) 0r2n2 cov(m,, m;)
- cov(m,,m,) cov(m,,m,) O,
1 r(ml’ m2) r(ml’ m3)
E(m): r(m,,m,) 1 r(m;,m;) |
r(mg,m;) r(ms,m,) 1
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A fenti hibajellemzékon kiviil illeszkedést jellemz6 mérdszamokat is bevezethetiink az
inverziés eredmények ellendrzése céljabol. E mennyiségek nemcsak a végeredmény
,Josagarol” tajékoztatnak, hanem az egyes iteracios 1épésekben elért adat-, ill. modelltérbeli
egyezést is megadjak. Abban az esetben, amikor az iteracids 1épésszam nodvekedésével
fokozatosan az optimum felé tartunk (mikézben a mérési és szamitott adatok eltérése
fokozatosan csokken) konvergens inverzios eljarasrol beszélink. Viszont, ha egyre inkabb
eltavolodunk az optimumtol (n6 a mért és szamitott adatok tavolsaga), mely gyakran
numerikus instabilitassal is parosul, akkor divergens inverzids eljarasrol van sz6. A becsiilt
modell paramétereivel szamitott és a mért adatok eltérését az un. adattérbeli tavolsaggal
(roviden adattavolsag) jellemezziik

N i

ahol d{™ és d!*) a k-adik mért és szamitott adatot jeldli. Ha a fenti mennyiséget 100-al

megszorozzuk, akkor az adattérbeli egyezést szazalékos értelemben kapjuk meg. Erdemes
megemliteni, hogy ha az adatok eltéré nagysagrendbe esnek (és kiillonbozé mértékegységgel
rendelkeznek), akkor elényos a k-adik mért vagy szamitott adattal normalni az
eltérésnégyzeteket. Ha az adatok eloszlasa Gausstol kiilonbozik, akkor pl. az Lp-normaval (ld.
3. fejezet) a fentihez hasonlé mennyiség definialhat6. Példaul a Laplace eloszlas (Id. 1.
fejezet) esetén alkalmazott Li-norman alapulé adattavolsag definicidja a kovetkezo

D :lZN:‘d(m) e
a N = k k

Az inverzios eljarasok alkalmazhatosagat (pontossagat, megbizhatosagat és teljesitményét)
gyakran szintetikus adatokon teszteljiik. Ennek keretében zajjal terhelt elvi (szintetikus)
adatokat invertalunk egy ismert modell paramétereinek meghatarozasa céljabol. A vizsgalat
soran kideriil, hogy milyen jol tudja az adott inverzidos moddszer rekonstrudlni az ismert
modellt, konvergens-e az eljaras, mekkora a zajérzékenysége, és mennyire ad megbizhato
eredményt. Ekkor uj illeszkedési mérdszamot vezethetiink be, melyet modelltérbeli
tavolsagnak (roviden modelltavolsagnak) neveziink

v

i=1

ahol mi(b) és mi(e) az i-edik modellparaméter becsiilt és egzakt értéke. Megjegyezziik, hogy a

modelltavolsag terepi adatok inverzidja esetén nem szamithatd, mivel ott nem ismerjiik az
inverzios modellt (annak meghatarozasa az inverzio feladata).

Példa. Az 5. tablazat szeizmikus adatrendszerébdl szarmaztatott inverzids eredmények (lId.
68. abra) pontossaganak ellen6rzését mutatjuk be. A szeizmikus adatok hibaja normalis
koriilmények kozott az 5%-ot nem haladja meg, mely altalaban csak a hattérzaj mértékétol és
az elektronikatol fiigg. Jelen esetben az adatokat korrelalatlannak és azonos szdrastiaknak
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feltételeztik. A 0¢=3% valasztds mellett a mérési adatokhoz a 73. abran lathato
hibaintervallumok tartoznak. A kezdeti modellre (xo=1m, yo=5m, v=200ms?, t,=300ms)
szamitott és mért adatok tavolsaga 99% volt, mely a 4. iteracios 1épés utan 1.35%-ra csokkent
(1d. 74. abra). Kiszamitva a modell-kovariancia matrix elemeit, a hibdk ismeretében
felallithatjuk a modell-paraméterek megbizhatésagi intervallumait. A 7. tablazatban az
inverzioval becsiilt modellparaméterek értéke, valamint azok alsé (becsiilt érték és a hiba
kiilonbsége) és felsé (becsiilt érték és a hiba Osszege) korlatai szerepelnek. A becsiilt
paraméterck korrelaciés matrixa a 8. tablazatban talalhato, melyre S=0.48 korrelacios atlag
adodott. Lathatd, hogy az Xo €s Yo koordinatak fliggetlenek egymastol, ezért az eredmény
elfogadhat6. A sebesség a tobbi paraméterrel kismértékben, ill. kdzepesen korreldl. A
probléma a v és to paraméterek egylittes meghatarozasaval van. A teljes korrelacio (r=0.99)
oka az, hogy a 66. abran szereplé valaszegyenlet atrendezésével (t-to)v=Kkonstans kifejezés
adodik, igy a két paraméter kombinacidjaval végtelen szamu ekvivalens megoldas lehetséges.
Ez azt jelenti, hogy a két paraméter (inverzidval becsiilt) értéke nem megbizhat6. Ilyenkor azt
lehet tenni, hogy az egyik paramétert mas (jelen inverzion kiviil) forrasbol hatarozzuk meg
(pl. a sebességet) és értékét nem valtoztatjuk (fix értéken tartjuk) az inverzids eljaras soran.
Ebben az esetben to-ra az inverz feladat mar egyértelmiien megoldhato.

7. tablazat

Paraméter Becsiilt Minimum | Maximum
Xo 6.59 6.37 6.81
Yo 6.03 5.84 6.23
v 252.6 210.5 294.6
to 105.1 100.5 109.6

8. tablazat
1.00 | 0.01 | 0.45 | 0.44
0.01 | 1.00 | 0.03 | 0.03
0.44 1 0.03 | 1.00 | 0.99
0.44 | 0.03 | 0.99 | 1.00
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73. abra Terepi idéadatok és azok hibdja
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14. Globadlis szélsdérték-kereso eljarasok

A linearis inverzios eljarasok (Id. 12. fejezet) kedvezéen megvalasztott kiindulasi modell
esetén gyors és kielégit6 megoldast szolgaltatnak. Azonban ¢ modszerek alkalmazasa
nagyméretli (sokvaltozds) problémaknal nem mindig célravezeté, mivel a (ekvivalens
modellek miatt) nagyszamt lokalis széls6értékkel rendelkezé (mért és szamitott adatok
eltérését kifejezd) célfiiggvény optimalizalasakor gyakran egy helyi minimumban hatarozzak
meg a megoldast. Az alapproblémat a 75. dbran figyelhetjiikk meg. Az inverzids eljarast egy
lokalis minimumhoz koézeli startmodelltél (ahol mip és mjo az i-edik és j-edik
modellparaméter kezdeti értéke) inditjuk. A legkisebb négyzetek modszere (LSQ) gradiens
alapt keresést hajt végre, igy az inverzids eljaras a célfiiggvény legkdzelebb esé lokalis
minimumaban (ahol mi ok és mjiok az i-edik és j-edik modellparaméter becsiilt értéke a helyi
minimumban) stabilizalodik. Ez a mért és szamitott adatok egyezése szempontjabol nem
optimalis megoldast jelent. Az in. globalis optimalizaciés modszerek (Simulated Annealing,
Genetikus Algoritmus) véletlen keresési mechanizmusa lehet6vé teszi a lokalis minimumbol
val6 kiszabadulast, igy az inverzios eljaras képes megtalalni a célfiiggvény abszolut (globalis)
minimumat (ahol Migiob és Mjgiob az i-edik és j-edik modellparaméter becsiilt értéke az
abszolut minimumban). Az abszolit minimumhoz tartoz6é modellt tekintjiik az inverz feladat
optimalis (legjobb) megoldasanak.

10
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—
—

—
2l

Adattérbeli tavolsag (%)
=
o

10’
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lteraciés lépésszam

T4. dbra Az adattavolsag valtozasa az inverzios eljarads soran

A Simulated Annealing (SA) eljaras egy a fémek specidlis hokezelési technikdjanak
analogidja alapjan tervezett hatékony globalis optimalizacidos mddszer, mely az iranyitott
Monte-Carlo modszerek csaladjaba tartozik. A kohaszatban a fémek lagyitasat az olvadt
allapothoz kozeli hdmérsékletrdl torténd lassu hiitéssel valositjdk meg. Ennek hatdsara a
kialakul6 fémracs atomi Gsszenergidja a hiités idétartamanak a fliggvénye. Elvileg végtelen
lassi hiités eredményezi a minimalis energiju (tokéletes) racsszerkezetet, mely analdg az
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inverz probléma E (mért ¢és szamitott adatok illeszkedését jellemzd) célfiiggvény abszolut
minimumban valé stabilizalodasaval. A gyakorlatban ilyen lasst hiités nem valosithaté meg,
ezért gyorsabb hiitési eljaras sziikséges. Gyorsabb hiités kovetkeztében viszont a kristaly-
szerkezetben racshibak alakulnak ki, és a fém egy magasabb energiaszinten fagy (tokéletlen)
racsba. Ez megfelel az inverzios eljards lokalis minimumban vald stabilizaloddsanak. Az
atomok specialis hdkezelés hatasara azonban kiszabadulnak a magasabb energiaszintii
Kristalyracsbol, és az ezt kovetd megfeleléen lassu hiités mellett képesek elérni az abszolut
minimalis energidju racsszerkezetet. Ez analdg az inverz feladat globalis minimumdénak
megtaldldsaval. Az SA eljards a fenti folyamatot algoritmizalja az inverzios eljaras
célfiiggvénye globalis minimumanak meghatarozasa céljabol.
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75. dbra A lokalis (LSQ) és globalis (SA) optimumkeresés

Termikus egyensuly esetén az optimalis modellek az in. Gibbs-féle eloszlassal irhatok le,
melynek valdszinliség-siirliség fliggvénye a kovetkezd

_E(m®)
P(m“) ): e
s _Em?)

2e 7
-1

ahol P(m®) az i-edik modell eléfordulasi valoszintisége, S az 6sszes lehetséges modell szama
¢s T az altalanositott hémérséklet, melynek az SA algoritmusban nincs fizikai jelentése,
viszont fontos folyamatjellemz6 (kontroll) paraméter.

Bevezetés a geostatisztikdba 100




Példa. Sen és Stoffa (1995) alapjan bemutatjuk a Gibbs-féle stirtiségfiiggvény hémérséklet
fliggését. Legyen adott az f(x,y) kétvaltozos fliiggvény, melynek szamos lokalis maximuma,
viszont az x=0 és y=0 helyen (egyetlen) abszolit minimuma van

1
Jz;

f(x,y)=sgn [%j( jASgn (ﬂj[
X y

Képezziik az E(X,y) célfiiggvényt, melynek globalis minimuma ugyanazon a helyen van, ahol
f(x,y) abszolat maximuma

sinx

y

E(x, y) = (1-f(x,y))’ =min.

Vizsgaljuk meg, hogy mely T értékek esetén adja meg a Gibbs-féle valoszintiség-
stiriségfliiggvény egyértelmiien az E(X,y) célfiiggvény globalis minimumat! A feladat
szoftveres megoldasat Szabo (2006) segédlete tartalmazza. Az 76. dbra eredményébdl 1athato,
hogy minél kisebb a T értéke, annal hatarozottabban rajzoldodik ki a globalis szélséértékhely.
Az eredmény jol mutatja az SA eljaréas keresési technikéjat. A globalis optimumkeresés elején
nagy homérséklet értékeket célszeri alkalmaznunk (a modellek P elfogadasi valdsziniisége is
nagy), annak érdekében, hogy kezdetben sok modellt (majdnem azonos valdsziniiséggel)
kiprobaljunk. Amint a hdmérsékletet fokozatosan csokkentjiik, egyre kisebb lesz az elfogadasi
valoszinliség. Ez biztositja, hogy ne torténjenek nagy Kiugrasok a paramétertérben, és a
globalis optimum felé konvergaljon az eljaras.
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76. dbra Kétvaltozos Gibbs siiriiségfiiggvények kiilonbozo T értékek esetén

Bevezetés a geostatisztikaba 101




Az aktudlis modellparaméterekkel szamitott és mért adatok eltérését az E energlafiiggvény
jellemzi. Ha az adatok Gauss eloszlast kovetnek, akkor az € eltérésvektor Lo-
normanégyzetének (az N adatszammal torténé normalas elhagyhatd) alkalmazasa vezet
optimalis megoldasra

(d™ —d&?) = min.
1

N 2
E,=
k=
Kiugro adatok esetén az Li-norma alkalmazasa rezisztens megoldast biztosit

N
E, =D [d{™ —d{| = min.
k=1

Az SA eljaras véletlen keresést hajt végre a modelltérben, mikozben a modellparamétereket
iteraciorol-iteraciora valtoztatja

m® =m{™ +b ahol 0<b<b,,,

ahol b a paraméter valtoztatas mértéke (bmax®=gbmax®®” ahol 0<e<l). A régi (el6z6
iteracids 1épésbeli) és az uj (aktudlis iteracids lépésbeli) modellparaméterekkel szamitott
energiafiiggvény értékek kiilonbsége

AE = E(m@ ) E(m),

Ha 4AE<O0, akkor a mért és szamitott adatok illeszkedése javult, ellenkez6 esetben romlott. Az
uj modell elfogaddsara vonatkozd valoszinliségi szabalyt Metropolis kritériumnak nevezziik
(Metropolis, 1953)
1 ha AE<O0
P=< a :
e ™ ha AE>O0

Ha a P elfogadési valdszinliség nagyobb vagy egyenld, mint egy « érték (0 és 1 tartomanyban
egyenletes valdszinliséggel generalt véletlen szam), akkor az uj modellt elfogadjuk, ellenkezd
esetben elvetjiik. Ez tehat azt jelenti, hogy 4E>0 esetben is van elfogadas, mely lehetévé teszi
a lokalis minimumbol vald kiszabadulast. A hitési Gitem, azaz a T altalanositott homérséklet
iteracios eljarasban torténé csokkentése, nagymértékben befolyasolja az SA eljaras
konvergencigjat. A globalis minimumhoz térténd konvergencia szilikséges és elégséges
feltétele a kovetkezd hiitési mechanizmus alkalmazasa

T(q):l-rll-—fiq ahol g>1

ahol g az iteracios lépésszam. A To kezdeti hOmérséklet megadasa empirikusan vagy
probafuttatasokkal torténik. Példaul kiszamitjuk az azonos hdomérsékletnél elfogadott
modellekhez tartoz6 energiafiiggvény értékek szamtani atlagat, az igy kapott ,atlaghibat”
abrazoljuk a homérséklet fliggvényében, majd a fliggvény minimumahoz tartozo
hémérsékletet fogadjuk el To-nak (energiaatlagok modszere).
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Az SA eljaras folyamatdbrajat a 77. dbran lathatjuk. Kezdetben az input adatok (mért
adatok, startmodell, valaszegyenlet konstansok) és a folyamatjellemzé paraméterek (kezdeti
hémérséklet, paraméter-valtoztatas mértéke, maximalis paraméter-valtoztatas) beallitdsa utdn
a modellvektor elemeit véletlenszerlien megvaltoztatjuk. Ha ezzel csokken az energia-
fliggvény értéke (a mért és szamitott adatok tavolsaga), akkor az j modellt elfogadjuk.
Ellenkezd esetben (az energia ndvekedése esetén) az 0j modell elfogaddsat a Metropolis
kritériumhoz kétjiik. Ha a megadott feltétel nem teljesiil, akkor ujra inditjuk a keresést. Ekkor
még a paramétertér részletes vizsgalata céljabol allandd hémérsékleten folyik a keresés. Az
eljarast elére megadott iteracios 1épésszam elérése utan (a belsé ciklusbol kilépve) kisebb
hémérsékleten és kisebb paramétervaltoztatast engedve folytatjuk. A fenti 1épéssorozatot
altalaban tobb ezerszer megismételjiik. A kilépés feltételét a stopkritériumban hatarozzuk meg
(eldirt maximalis 1épésszam vagy AE kiiszobérték), melynek teljesiilése esetén a legutolsod
1épésben elfogadott modellt tekintjiik az inverz feladat megoldasanak.

Inicializalas

Kezdeti hémérséklet

Paraméter-valtoztatas

Nem

Nem
Teljestil AEZ0?

Teljestil a Metropolis

kritérium?

Igen

Uj paraméter elfogadésa Igen

Hdémérséklet

csokkentése Nem

Eldirt lépésszam?

Igen Igen

Maximalis |épésszam? Optimalis modell

77. abra Az Simulated Annealing eljdras folyamatabrdja

Nem

Példa. A globalis optimalizaciéos modszerek a kezdeti modell megvalasztasatol
fliggetleniil konvergens ¢és megbizhatdo megoldast szolgéltatnak. Ezt a tulajdonsagot
startmodell-fiiggetlenségnek nevezziik, melyet egy mélyfurasi geofizikai inverzios példan
keresztiil mutatunk meg. A 9. tablazatban szereplé modellparaméterek (Id. 12. fejezet)
inverziés meghatarozasa (ahol H a rétegvastagsagot jeloli, mely nem volt inverzids
ismeretlen) céljabol szintetikus SP, GR, DEN, CN, AT, RMLL, RT szelvényadatokat
generaltunk (I1d. 6. tablazat), majd azokhoz kiillonb6z6 mértéki zajt adtunk. Ily modon harom
kiilonb6z6 (quasi mért) adatrendszert hoztunk Iétre. Az elsé adatrendszerhez nem adtunk zajt
(hibatlan adatok). A masodikat 2% Gauss eloszlasbdl szarmazo zajjal terheltiik. Az utolsot
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6% Gauss zajjal szortuk meg. A globalis inverzios futtatdsok eredményeit a 10. tdblazatban
foglaltuk 6ssze, ahol Dao és Dmo a kiindulasi, valamint Da és Dm az inverzioval becsiilt
modellhez tartozo adat- és modelltavolsagot jeloli. Lathato, hogy mindharom adatrendszer
esetén, a kiilonb6zo helyrdl inditott inverzids futtatasok ugyanarra az eredményre vezettek. A
maximalis eltérés az illeszkedési értékek kozott 0.01% volt, ami elhanyagolhato.
Bizonyossaggal azt mondhatjuk, hogy az adott inverziés problémanal az ismert modell
kornyezetében 182%-os adattavolsagon beliill az SA eljaras startmodell-fiiggetlen. Szabo
(2006) kimutatta, hogy még ennél is nagyobb adattavolsagok (>1000%) esetén, ahol a linearis
modszerek mar miikddésképtelenek (divergensek), az SA eljaras konvergens marad.

9. tablazat
H(m) POR SX0 SwW VSH VSD
6.0 0.2 0.8 0.4 0.3 0.5
2.0 0.1 1.0 1.0 0.8 0.1
8.0 0.3 0.8 0.3 0.1 0.6
4.0 0.1 1.0 1.0 0.6 0.3
10. tablazat
Zaj(%) | Dao(%) | Dmo(%) | Da(%) | Dm(%0)
0 24.47 20.00 0.001 0.002
0 63.90 50.01 0.001 0.002
0 182.53 | 150.00 0.001 0.002
2 24.47 20.00 2.37 3.44
2 63.90 50.01 2.36 3.44
2 182.53 150.00 2.37 3.44
6 24 .47 20.00 6.95 9.95
6 63.90 50.01 6.96 9.96
6 182.53 | 150.00 6.96 9.96

A klasszikus Metropolis kritériumon alapuld SA eljaras igen hatékony és robusztus,
azonban komoly hatranyaként emlithetd, hogy akar tobb nagysagrenddel nagyobb futasi 1d6
jellemzi, mint a linearis modszereket. Ezért a modszert a kisebb gépid6 elérése céljabol
tobben tovabbfejlesztették. Az ij modszerek koziil a legfejlettebb a VFSA eljaras (Very Fast
Simulated Annealing), mely exponencialis-hiitést alkalmaz 0gy, hogy a globalis optimum
megtalalasa biztositott marad (Ingber, 1989). A VFSA modszer véletlen keresést hajt végre a
modelltérben, azonban a modellvektor komponenseit a klasszikus SA moédszertdl eltérd
modon valtoztatja meg

(G4)) __ pyy(régi) (max) (min)
m;™— =m; +yi(mi —my )

ahol yj egy [-1,1] intervallumba es6 véletlen szam (Ui pedig 0 és 1 intervallumbol egyenletes
valoszinliséggel generalt véletlen szam)
2u; -]
1+i -11.
T
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A fenti kifejezésben Ti az i-edik modellparaméter egyedi homérsékletét jeloli, mely
kiilonbozik a T altalanositott hdmérséklettdl. Kimutathatd, hogy az abszolit minimum az
alabbi (a logaritmikus hiitéstdl joval gyorsabb) hiitési litem esetén is garantalhato

T@ = TOgNd

ahol T® az i-edik kezdeti modell-hémérséklet, ci az ehhez tartozo folyamatszabalyozo

konstans és M a modellparaméterek szama. A VFSA algoritmus a modellparaméterek
megvaltoztatasanak modjatol eltekintve hasonldan épiil fel, mint a klasszikus SA algoritmus
(az uj modellek elfogadasat a Metropolis kritériumhoz koti).

A globalis optimalizdciés modszerek hatranyaként emlithetd az, hogy a becslés
pontossagardl és megbizhatosagarol egyetlen futtatasbol nem szolgaltatnak informaciot.
Lehetéség van nagyszamu (ismételt) futtatasbol a modellparaméterekre hibajellemzoket
szamitani, azonban ez irrealisan nagy gépidot igényelne. Ehelyett alkalmazhatjuk az un.
kombinalt inverziés eljarast, mely relative kisszamu globalis optimalizacios 1épést kdvetéen
atvalt linearis keresésre. Ennek lényege, hogy kezdetben a globalis inverzié startmodell-
fiiggetlenségét kihasznalva eljutunk az abszolut minimum kornyezetébe, ahonnan mar a
lokalis modszerek is jol mukodnek és sokkal (legalabb egy nagysagrenddel) gyorsabban
megtalaljak az optimumot. A gyorsasag mellett tovabbi elényt jelent, hogy az utolsé 1épésben
szamitott G érzékenységi matrix felhaszndlasdval a becsiilt paraméterek hibdja és

megbizhatdsaga a linearis fazisban meghatarozhato (Dobroka és Szabo, 2005).

11. tablazat
H(m) [ POR [ SX0 | SW [ VSH | VSD
6.0 0.20 | 0.81 0.40 0.29 | 051
2.0 0.10 0.98 1.00 0.81 0.09
8.0 0.30 | 0.80 | 0.30 0.10 | 0.60
4.0 0.10 1.00 1.00 0.60 | 0.30

Példa. A 9. tdblazatban szerepld kozetfizikai modellt alapul véve 1j szintetikus
adatrendszert generaltunk. Az adatokat az un. intervallum inverzidos modszerrel dolgoztuk fel
(Dobroka, 2001), melyeket 5% Gauss eloszlasbol szarmazod, tovabba kiugrd adatokat
tartalmaz6 véletlen zaj terhelte. Ez utobbit ugy képeztiik, hogy az adatok 1/5 részéhez az 5%-
on feliil tovabbi 25%-0s Gauss zajt adtunk. A 78. dbran az inverzi6 bemend szelvényeit
lathatjuk, ahol kiugr6 adatként jelenik meg pl. a természetes gamma (GR) szelvényen az 1.1m
mélységben rogzitett 75.3API, vagy a sliriségszelvényen (DEN) 15.5m mélységben szerepld
3.42g/cm?® érték. Elészor a linearis LSQ moddszert probaltuk ki, mely koztudottan rosszul
miikodik kiugrd adatok jelenlétében. A 79. abran lathatd, hogy a becslésre vonatkoz6 adat- €s
modelltavolsag ekkor a legnagyobb. Ezutan az E; energiafliggvényen (L2-normén) alapulé SA
modszert alkalmaztuk. Ez sem volt rezisztens, viszont a globalis optimalizacié kismértékben
javitott az eredményen. Az attorést az E1 energiafiiggvényen (Li1-normén) alapulé SA modszer
hozta. Ez gyakorlatilag kétszer jobb eredményt szolgaltatott a mért és szamitott adatok
illeszkedése, €s haromszor jobbat a becsiilt és az ismert modell illeszkedése szempontjabal.
Ez utébbi inverzios eljarassal kapott eredményt a 11. tablazatban lathatjuk.
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78. abra Furasi geofizikai szelvények (5% Gauss + 25% véletlen zaj)
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79. dbra Linearis (LSQ) és globalis (SA) inverzios eljardsok konvergenciaja
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A Genetikus Algoritmus (GA) mint globalis széls6érték keres6 eljaras a véletlen keresést
hasznal6 moédszerek csoportjan belill az evoltcids algoritmusok kozott kap helyet. A GA
mikodése bioldgiai analdgian alapul, mely egyrészt az evolucios fejlodést meghatirozo
természetes szelekciot, masrészt a genetikat hasznalja fel. Koztudott, hogy a darwinistdk
szerint a természetben elsdsorban azok az ¢ldlények maradnak fenn és szaporodnak, melyek
az adott kortilmények kozott erre a legalkalmasabbnak bizonyulnak. Ezt az alapgondolatot
felhasznalva az els6 GA-okat az Orokl6dési mechanizmus leirasara, késObb mesterséges
rendszerek vizsgalatara alkalmaztak. A GA robusztus és rendkiviil j6 adaptacios képességgel
rendelkez6 globalis optimalizaciés eljaras, mely a geofizikai inverzio teriiletén is ,,valtozo
koriilmények kozott elfogadhato teljesitmény -t nyujt a modell megvalasztasatol és az adatok
eloszlastipusatol fiiggetleniil. A mesterséges populdciok egyedeinek genetikai informécioit a
DNS-lanc anal6giaja alapjan kodolt szamsorozatok (kromoszoma) hordozzak, melyek
egyértelmilen meghatarozzak az optimalizaciés probléma paramétereit. Mesterséges
oroklédéskor a GA egy véletlen populaciobol valasztja ki a legalkalmasabb egyedeket
(modelleket), azok k6zott genetikus informaciocserét és mutaciot hajt végre egy alkalmasabb
generacio létrehozasa érdekében. A GA a populaciot a fenti genetikus operatorok (véletlen
miiveletek) alkalmazasaval iterativ uton javitja. Alapvetd kiilonbség az SA modszerrel
szemben, hogy a véletlen keresés nem pontrol-pontra térténik a modelltérben, hanem tobb
pontot szimultdn modon megvizsgalunk (tobb modellt javitunk parhuzamosan), mellyel
hatékonyan elkeriilhet6k a lokalis széls6érték helyek. A modellparaméterek lehetséges
tartomanyat az optimalizacios eljaras kezdetén meg kell adnunk, igy egyes modell-
tartomanyokat azonnal kizarunk a keresésbol.

A GA kovetkez6képpen hasznalhato fel az inverz feladat megoldasara. Az inverz probléma
modellvektorat egy adott modellpopulacié egyedeként azonositjuk. A populaci6 minden
egyedéhez hozzarendeliink egy F alkalmassagi (fitness) értéket, mely az egyed tulélési
képességeit szamszerlien jellemzi. Minél nagyobb ez az érték, az egyed annal nagyobb
valoszinliséggel és nagyobb szamban szaporodik. Lényegében ez a fitness-érték hatarozza
meg, hogy az egyedek bekeriilnek-e a kdvetkezd generacioba vagy elpusztulnak. A GA az
optimalizacios eljards soran a fitness, mint célfiiggvény maximalizalasara torekszik a
legalkalmasabb modell megtartasa érdekében. A fitness fliggvényt gy kell megvalasztanunk,
hogy azzal a mért ¢és a szamitott adatok eltérése mérhetd legyen, és annak globalis
maximumahoz tartozzon az inverz feladat optimalis megolddsa. Az inverzids moddszerek

elméletében az EV = E(CT m_g (rﬁ(i))) skalaris fliggvény (vektornorma) jellemzi a mérési és
az i-edik modell (a g0-edik direkt feladat keretében) alapjan szamitott adatok eltérését. A GA
eljarasban az E célfiiggvény minimumat keressiik, ezért a F(M)=max széls6érték-feltétel
biztositasa érdekében az alkalmassagi (fitness) fiiggvényt tobbféleképpen képezhetjiik

F(m")=-EY vagy F(m")=—g

EV+e
ahol &2 az alkalmassagi értékeket feliilrél szabalyozo konstans, ahol i=1,2,...,S (S a populaciot
alkoté modellek szama). Az iteracios eljaras soran konvergenciar6l akkor beszéliink, ha az
egymast kovetd populaciok atlagos alkalmassagi értéke fokozatosan né.
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A GA eljaras els6 1épésében beolvassuk a mérési adatokat, és a problémahoz illeszkedd
alkalmassagi fiiggvényt definidlunk. Az eljaras elején meghatdrozzuk a keresési teret, és egy
véletlen populacidt (startmodell egyiittest) hozunk I1étre, melynek minden eleméhez
kiszamitjuk az alkalmassagi értéket. Ezutdn a modell paramétereit kodolt szamsorozatokka
alakitjuk (kodolas), amelyen kozvetleniil alkalmazzuk a genetikus operacidkat (véletlen
miveleteket). Ezek koziil a keresztezés miivelete informacidcserét hajt végre két (véletleniil
kivalasztott) kiinduld egyed kozott, melynek eredménye két teljesen Gj egyed lesz. Egy-egy
egyed génjét a mutacios operator alkalmazasaval megvaltoztathatjuk, melynél 1ényeges a
mutaciés arany (mutalt egyedszam/0sszes egyedszdm) megadasa. Tul kis mutacids arany
esetén a populacio konnyen homogenizalodhat, mig tul nagynal a keresés sokkal tovabb tart
¢s a konvergencia sem biztositott. Az 0j generacio Osszetételét a reprodukeié muvelete alakitja
ki. Altalaban az dtmeneti (genetikus miiveleteken atesett) populacio egyedeibdl épitjiik fel az
Uj generaciot, azonban létezik olyan algoritmus is, melyben kicseréljiikk az atmeneti populacio
legrosszabb (legkisebb alkalmassag) egyedét a régi populacio legjobb (legnagyobb
alkalmassag) egyedére. Ezt a miveletet elitizmusnak nevezziik. A fenti 1épéseket addig
ismételjiik, mig egy megadott stopkritérium nem teljesiil. Az utolsé generacio legalkalmasabb
egyedét fogadjuk el az inverz feladat megoldasanak.

A Klasszikus Genetikus Algoritmus (Classical Genetic Algorithm) alapvet6 tulajdonsaga,
hogy a paramétereket kodolt formaban kezeli, és a genetikus miiveleteket kozvetleniil a
koédokon végzi el. Az optimumkeresés soran az alkalmassdgi fliggvény kiértékeléséhez
minden iteracios lépésben dekodolasi mivelet sziikséges az elvi adatok szamitasa miatt. A
kédolas (coding) legegyszerlibb modja a binaris atalakitas, mely a modellt egy véges
hosszlisagu szamsorozatta konvertalja. Ennek szerkezete analog a kromoszomaval, mely a
populaci6 minden egyedét genetikailag egyértelmiien azonositja. A modellt a
modellparaméterek kddjaibol 0sszeflizott bitflizér reprezentalja, melynek alapelemeit, a
géneket 0 és 1 értékii bitek alkotjak. Példaul a 107-es érték kodolasa 10 bit segitségével

0001101011 azaz 1-2°+1-2°+1-2°+1-2'+1-2° =107.

A kodok a modellparaméterek értékeit csak korlatozott pontossaggal bontjak fel. Ha noveljiik
a bitek szadmat, a felbontds nd, viszont jelentdsen lassul a GA eljaras. A binaris CGA
algoritmus esetén a keresési tér pontjainak kodolasat a bindris genetikus operatorok
alkalmazasa koveti. Az elsé miivelet a szelekcié (selection), mely véletlenszertien kivalasztja
¢és az alkalmassagi értékiik alapjan sokszorositja az egyedeket. Ez azt eredményezi, hogy a
legalkalmasabb egyedek nagy szammal bekeriilnek egy 0j populacidba, melyben a legkisebb
fitness értékkel rendelkez6 egyedek mar nem vesznek részt. A leggyakrabban alkalmazott
szelekcios miivelet a Rulett-szelekcio, mely a fitness-szel aranyos kivalasztast valosit meg. A
80. abran lathatdo, hogy a modellek kivalasztasi valdszintisége a korcikkek teriiletével
aranyosan novekszik. Az &bran a legnagyobb tulélési képességekkel az 1. szamu modell
rendelkezik. A szelekcio miivelete kivalasztotta azt a kovetkezd populacid szamara. Az
ismétlés is engedélyezve van, tehat ezt a modellt egy kovetkezd probalkozasnal ujra
versenyeztethetjiikk. A legkisebb esélye a talélésre a 2. szaml modellnek van. Ez a modell
nagy valoszintiséggel nem keriil kivalasztasra, mivel kis esélye van a talélésre.
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A Kkeresztezés (crossover) miveletével a kivalasztott modelleket véletlenszeriien
parositjuk, majd részleges informacidcserét hajtunk végre kozottik. A legegyszeriibb
keresztezési mddszer az egypontos (egyszeril) keresztezés, ahol egy véletlen bitpozicional
elmessiik a kromoszomat és az attol jobbra elhelyezkedé géneket felcseréljiik a két egyed
kozott (a balra 1évoket valtozatlanul hagyjuk). Példaul 10 bitbdl 4116 kromoszémak esetén a §.
bitpozicional a kiindulé modelleket elvagva az alabbi i) modellpar jon 1étre

1100011010 1100011001

10011100|01 1001110010.

80. dabra A Rulett-szelekcio elve

A Dbitflizérek keresztezését modellparaméterenként egyszerre tobb bitpozicid mentén is
elvégezhetjiik tobbszords metszéssel. A mutacié (mutation) miivelete a CGA eljaras esetén
egy (vagy tobb) bit értékének véletlenszerli megvaltoztatasaval hajthatd végre. Példaul az
alabbi modell 5. bitjének megvaltoztatasaval az eredmény

1100011010 - 1100111010.

A fenti genetikus operatorok ismételt alkalmazasaval a CGA eljaras a régi generaciokbol
Ujabbakat generdl (a generdcidé szama megegyezik az optimalizacios algoritmus iteracios
1épésszamaval). E folyamat végén az utolsd generacio egyedeit dekddolva az alkalmassagi
fliggvény maximumahoz tartozé modellt fogadjuk el megoldéasként.

A klasszikus CGA meglehetésen idéigényes eljaras. Elegendd, ha arra gondolunk, hogy az
inverz probléma esetén iteracios 1épésenként kodolas-dekodolas miiveletet kell alkalmaznunk.
A CGA modszert tovabbfejlesztve 1étrehoztak olyan korszerti algoritmusokat, melynél a
kodolas miivelete elhagyhat6, €s a binaris kodolds helyett természetesebb szamabrazoléassal
milkodnek. A Valés Genetikus Algoritmus (Float-encoded Genetic Algorithm) a gének
lebegbpontos abrazolasan alapul. Ez azt jelenti, hogy az FGA eljaras valés modell
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paraméterekkel dolgozik, nem pedig kodokat valaszt ki, keresztez vagy mutal. Ez a modszer
az inverz problémat is jobban reprezentalja. Az FGA esetén minden modell-paraméter egy-
egy kijelolt (csak alulrdl és feliilrdl korlatozott) valds intervallumbol keriil ki, igy a modelltér
sokkal finomabban felbonthaté, mint binaris kodolassal. Az FGA eljaras hatékonysaga
legfoképpen a futasi idok tekintetében mutatkozik meg, mivel nagysag-rendekkel kisebb
gépidoket produkal, mint a CGA eljaras.

Az FGA alapjaban véve megegyezik a CGA-val, annyi kiilonbséggel, hogy a genetikus
miveleteket valos operatorokként definidlja és azokat kdzvetleniill a modellparamétereken
(géneken) alkalmazza. A valos operatoroknak gazdag eszkoztara van, melyb6l csak néhanyat
emlitiink meg ebben a jegyzetben. A Rulett-szelekcié alkalmazasa esetén az i-edik modell
kivalasztasanak valdszintiségét a modell alkalmassagi értékének €és a populdcioban résztvevo
Osszes modell fitness 6sszegének hanyadosa adja meg

p(m)= F(m") _

S

5 #fo)

i1

Az i-edik egyed akkor keriil kivalasztasra, ha egy { <[0,1] egyenletes valosziniiséggel

generalt szamnal nagyobb az i-edik kumulativ valdsziniiség
C..<¢<C; ahol C/=)P,.
k=1

A fenti szelekcios eljarasban egyenként valogatjuk ki az egyedeket, addig, amig a kiindulo
modellek szdmanak megfeleld ) populaciot nem kapunk. A kivalasztds kovetkeztében
bizonyos egyedek elpusztulnak, masok pedig (akar tobbszor is) kivalasztasra keriilnek. E
miivelet sémajat a 81. abran egy hat modellbél alldé populacié esetén mutatjuk meg. A fenti
kivalasztast eldird feltételek alkalmazasan alapulnak a rang szelekciés miiveletek is. E
modszernél az egyedeket alkalmassagi értékeik szerint sorba rendezziik, ugy hogy a
legnagyobb alkalmassagi értékii egyed rangja 1, a legkisebbé pedig S (populacié mérete) lesz.
A normalt geometriai rangszelekcio esetén az i-edik egyed kivalasztasi valosziniisége

P(m(i)): 1- (1q_ q)s (1_ Q)ri N

ahol r; az i-edik modell rangja, g a maximalis alkalmassagi értékii modell kivalasztasanak
valoszinlisége (elore megadott folyamatjellemzd). E fenti két kivalasztasi mechanizmus
mellett érdemes emlitést tenni a versenyszelekciérol is, mely a legegyszeri(ibb, a kivalasztasi
valoszinliség szamitasat nélkiilozé eljaras. Alkalmazasakor egy bizonyos szamt egyedet
valasztunk Ki (az ismétlés engedélyezése mellett) a populaciobol, majd ezek koziil kiemeljiik
a legnagyobb alkalmassagi értékkel rendelkezd egyedet és athelyezziik az 1) populécidba. Ezt
az eljarast egészen addig ismételjiik, mig a kezdeti populacidonak megfeleld szamu egyedet
nem kapunk.
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A keresztezés legegyszerlibb modja az egypontos (egyszerii) keresztezés, melynek elvét a
82. abran lathatjuk. Valos esetben e miivelet a kovetkezo

(,régi) ;
mi(l'“j): m; ha i<k
m>) ha >k
mz) ha i<k
mt) ha i>k

1,régi) 2,régi)

ahol mi( és m! a kiindulo, és m*%) & m®9) 3 keresztezésen atesett modellek i-edik
paramétere. A Kk véletlen egész szamot a modellt felépité paraméterek szamanak
tartomanyabdl kell sorsolnunk (kmax=M), mely azt a paraméterpoziciot hatarozza meg, ahol a
»~metszést” végezziik. A kovetkezd gyakran alkalmazott miivelet az aritmetikus keresztezés,
mely a kiindulé modellek linearis kombinacidjaval tér vissza. A keresztezéssel eldallo

modellpar pe[0,1] egyenletes valosziniiséggel generalt véletlen egész szam esetén

mi(l,L’Jj) _ pmi(l,régi) n (1_ p)mgz,re’gi)
m_(Z,l’Jj) _ (1_ p)mgl,régi) n pmi(z,régi).

t. generacio (t+1). generacio

) i (1) (1) 1 1 1 1
8 5 e (] ... 7|

[ mP] ] [ |

(5] g5 5] 15)
|| ] [

(5] (s) (5] (5]
GEERT

CRCACAMCA

16] (6] (6] 18]
[ [ [0 [ |

F(m®) > F(m®) > F(m®) >> F(m®) > F(m®) > F(m")

81. abra Az FGA szelekcio elve

A heurisztikus keresztezés az aritmetikus keresztezés tovabbfejlesztett valtozatanak
tekintheté, mely az F(m(z))< F(rﬁ(l)) feltétel teljesiilése esetén a kovetkezd moddon
szarmaztatja a két i) modellt
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A harmadik genetikus operator a mutacid, melynek sémaja a 83. abran lathatd. Az un.
uniform mutécié az egyed j-edik paraméterét egy a véletlen szammal cseréli fel, mely a
kivalasztott modellparaméter értéktartomanyabol egyenletes valdszintiséggel kertil ki

@ _ % ha i=]
my™ = (régi) s
m"™", ha i=#]j.
E miivelet helyett alkalmazhatunk hatarmutaciét, mely a j-edik paramétert az i-edik paraméter
minimalis vagy maximalis lehetséges értékére allitja be. A nemuniform mutacié pedig egy
nem egyenletes eloszlasbol szarmazo véletlen szamra cseréli fel a modellparamétert.
Tobbszoros mutacid esetén egyszerre tobb modellparamétert is megvaltoztathatunk.

Utédok

Metszés a k=2 pozicidban

82. dbra Az egyszerii keresztezés elve
Mutacio el6tt Mutdcié utan

—I( —) ]

Csere a j=2 helyen
83. dabra Az uniform mutacio elve

Példa. A globalis optimalizacios modszerek hatékonyan alkalmazhatok furasi geofizikai
adatok inverzidjanal. Egy hazai szénhidrogén-kutaté furds termalvizes rétegeiben mért
karotazs szelvényanyag adatait dolgoztuk fel az FGA intervallum inverzids eljarassal
(Dobroka 2001, Szabo 2004). Agyagos-homok rétegeket feltételezve ismeretlennek
tekintettiik a porozitast (POR), az agyagtartalmat (VCL) és a kvarc tartalmat (VSD). Mivel
viztarolokban a porusteret 100%-ban viz tolti ki, igy a viztelitettségeket SXO0=SW=1
konstansnak vettiikk. A négyréteges modellben rétegenként homogén kdzetfizikai jellemzdoket
(konstans modellparamétereket) feltételeztiink, ezért az ismeretlenek szama 12 volt. Az
inverzios algoritmus alkalmas a réteghatarok helyzetét (réteghatar-koordinatak) is
automatikusan meghatarozni, mellyel 15-re nétt az ismeretlenek szdma. Az inverzids
eljarasba bemend adatokat SP, GR, DEN, RMLL, CN és RD szelvények (ld. 6. tablazat)
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képezték (1d. 84. abra). Az adatszam 1170 volt (195 mélységpontban), igy az inverz feladat
nagymértékben talhatarozott volt. Az FGA eljarast probafuttatisok alapjan a 8000. iteracios
1épésben megallitottuk. A 85. abran a generaciok legjobb egyedének alkalmassagi értékét (a
mért és szamitott adatok eltérésének reciproka) abrazoltuk az iteracios 1épésszam (generaciok
szama) fliggvényében. Az inverzios eljarassal becsiilt modell adattavolsaga 6%-nak adddott
(melyet a rétegben mért és szamitott adatok atlagdnak kiilonbségeként definialtunk). Az
inverzids eredményeket a 86. abra tartalmazza, melyen a poOrustér, az agyag és a kvarc
térfogatokat a mélység fliggvényében abrazoltuk, valamint a becsiilt réteghatar-koordinatakat
a mélységskala mentén piros szinnel tiintettiik fel.

GR (AP1) SP (mV) DEN (6/CE)
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84. abra Az FGA inverzios eljaras bemend szelvényei
(MOL Nyrt. jovoltabol)

A globalis optimalizdcios modszerek robusztusak és megbizhatéan miikddnek, viszont
alkalmazasuk futasi id6 tekintetében hatranyos a linearis eljarasokkal szemben. Ez a technika
ugyanakkor rengeteg eldnyOs tulajdonsdgokat is mutat, pl. a pontossag, megbizhatosag,
rezisztencia és jO adaptacios képesség tekintetében. Alkalmazasukat az is indokolja, hogy a
linedris optimalizacios modszerek gyakran kudarcot vallanak, mivel a Jacobi-matrix
megadasahoz elengedhetetlen a dd/Om differencialhdnyadosok numerikus szamitasa (rosszul
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informécio szilikséges a lokalis szélsdértékhelyek elkeriilése szempontjabol (ami gyakran
ezzel egylitt sem sikeriil). Mivel a globalis eljarasok nem alkalmaznak linearizalast, igy azok
operatorok paraméterei ¢és azok kombinacidja, SA-nél a kezdeti hémérséklet, hiitési litem ¢és

modszerek konvergencidjat azonban a folyamatjellemzd paraméterek (GA-nal a genetikus
paramétervaltoztatds mértéke) megvalasztasa alapvetden befolyasolja.

kondicionalt linedris egyenletrendszert kapunk), tovabba elegendd ¢és megbizhatd eldzetes
nem igényelnek segédinformaciokat (derivalt-, és startmodell-fliggetlenek). E hatékony
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